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Prof. Dr. Márcio Heraclyto Gonçalves de Miranda
João Pessoa, 21 de fevereiro de 2014
DEDICATÓRIA
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 A Deus por sempre está me oferecendo a melhor oportunidade em minha vida;
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 A meu Beinhe (Daladiane Matos) que sempre esteve comigo não apenas nos melhores
momentos, mas, principalmente nos momentos de estresse, sempre me apoiando em
tudo;
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RESUMO
Quando incide-se uma radiação em um vapor atômico, esta pode sofrer processos de
absorção e de emissão várias vezes antes que os fótons saiam do volume da célula que
contém o vapor. Em consequência destes diversos espalhamentos, que ocorrem no interior
da célula, o perfil espectral da radiação incidente sofre uma evolução, o qual é regido
pelos mecanismos de redistribuição em frequências. Existem dois tipos de redistribuição
em frequências, a Redistribuição Parcial em Frequências (PFR) e a Redistribuição Com-
pleta em Frequências (CFR). Quando existe correlação entre a frequência de emissão e
da absorção, dizemos que ocorreu uma PFR. Caso contrário, quando não há quaisquer
correlação entre as frequências absorvidas e emitidas, dizemos que ocorreu CFR. Esta
redistribuição em frequências tem sua origem na inomogeneidade dos perfis espectrais da
radiação incidente e da resposta do vapor ressonante. Pode-se destacar, também, que
esta inomogeneidade determina a distribuição dos comprimentos de passos dos fótons no
vapor atômico. Os fótons que propagam-se neste meio atômico executam um passeio
aleatório entre sucessivos processos de absorção e emissão, cujo comprimentos dos passos
r é descrito por uma distribuição de probabilidade de dita ”cauda longa”. Contudo, o
comportamento superdifusivo destes fótons é caracterizado por um comprimento de passo
único, decaindo assintoticamente como uma lei de potência P (r) ∝ r−µ com µ < 3. Neste
trabalho estamos estudando, de uma parte, a redistribuição em frequências em duas eta-
pas, sendo a primeira para diversas dessintonizações da radiação em relação ao centro de
absorção, matendo-se fixa a densidade do vapor e, em uma segunda etapa, deixamos fixa a
dessintonização da radiação, variando-se a densidade atômica. Em nosso modelo numérico
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estudamos átomos de rub́ıdio, considerando sua estrutura eletrônica oticamente ativa com
apenas dois ńıveis de energia e excitado na frequência de sua linha D2. Para a segunda
parte deste trabalho analisamos, de forma numérica, o expoente µ da lei de potência para
a distribuição de probabilidade dos comprimentos de passos individuais dos fótons em
um vapor atômico para espectros de absoção e emissão modificados. Para a última parte
deste trabalho, desenvolveu-se um modelo experimental para analisar a redistribuição em
frequências, onde os fótons emitidos que saem do volume da célula são coletados em certo
volume sólido por uma lente de alguns cent́ımetros, direcionados através de uma fibra para
análise por um Fabry-Pérot. Além disso, foi desenvolvido uma técnica experimental para
gerar a distribuição de probabilidade de passos dos fótons onde modificamos os espectros
da radiação incidente ou de absorção. No caso da radiação incidente, esta é guiada por
uma fibra para uma segunda célula, onde uma câmera CCD, de sensibilidade elevada,
permite medir o comprimento de passos individuais dos fótons.
Palavras-chave: Redistribuição Parcial em Frequência, Redistribuição Completa em
Frequência, Lei de Potência
ABSTRACT
When one focus a radiation in an atomic vapor, the radiation may undergo absorption
and emission several times before the photons leave the cell volume that contains the
vapor. As a result of these several scattering occurring inside the cell, the spectral profile
of the incident radiation undergoes an evolution, which is governed by the mechanisms
of frequency redistribution. There are two kinds of frequency redistribution: a Partial
Frequency Redistribution (PFR) and a Complete Frequency Redistribution (CFR). When
there is a correlation between the emission and absorption frequencies, we say that a PFR
occurred. Otherwise, when there is no correlation between the absorbed and emitted fre-
quencies, we say that a CFR occurred. This frequency redistribution has its origin in the
inhomogeneity of the spectral profiles of the incident radiation and the response of the
resonant vapor. It may be noted also that this inhomogeneity determines the distribution
of step lengths of photons in an atomic vapor. The photons which propagate through this
atomic medium perform a random walk between successive processes of absorption and
emission, whose step length r is described by a probability distribution so-called ”long
tail”. However, the superdifusive behavior of these photons is characterized by a single
step length, which decreases asymptotically following a power law P (r) ∝ r−µ with µ < 3.
In this work we study, on a hand, the frequency redistribution in two parts: the first one
is for several detunings of the radiation relative to the absorption center and we fix the
vapor density, and, at a second part, we fixed the radiation detuning of the radiation and
we changed the atomic density. In our numerical model, we studied rubidium atoms, by
considering its optically active electronic structure with only two levels of energy and we
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excited it at the frequency of its D2 line. For the second part of this work, we analyzed
numerically the exponent µ of the power law for the probability distribution of the single
step lengths of the photons in an atomic vapor for absorption spectra and modified emis-
sion. For the last part of this work, we developed an experimental model to analyze the
frequency redistribution, where the emitted photons coming out of the cell volume are
collected in a certain solid volume by a lens of a few centimeters, directed through a fiber
for analysis by a Fabry-Perot. Furthermore, an experimental setup has been developed
to generate the probability distribution of photon steps, where we modified the spectra of
the incident radiation or absorption. In the case of the incident radiation, it is guided by
a fiber towards a second cell where a CCD camera with high sensitivity allows measuring
the length of individual photon steps.
Key-words: Partial Frequency Redistribution, Complete Frequency Redistribution, Power
Law
SUMÁRIO
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2.2.3 Efeito Doppler em meios atômicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.2.4 Perfil de Voigt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.3 Redistribuição completa e parcial de frequência . . . . . . . . . . . . . . . 23
3 Estat́ıstica de passos de fótons em vapor atômico 25
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D Espalhamento de fótons através de átomos 117
E Placa de quarto de onda e meia onda 120
F Isolador óptico 123
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LISTA DE FIGURAS
1.1 Representação do aprisionamento da radiação em vapor atômico. Os fótons
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3.2 Exemplo de caminhada aleatória em duas dimensões com uma direção an-
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fóton em duas dimensões para δL = 0 e δL = −1 GHz, respectivamente.
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(a) δL = 0 e (b) δL = −800 MHz. 1 difusão (preta), 2 difusões (vermelha),
3 difusões (verde), 4 difusões (azul) e 5 difusões (laranja). A seta em roxo
assinala a frequência de excitação da radiação incidente no vapor atômico.
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velocidade dos átomos e em vermelho o coeficiente de absorção homogêneo
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linha F = 2 do Rb85 para a coleção de frequência dos fótons redistribúıdos.
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respectivamente. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 120
E.2 Incidência de uma luz não-polarizada sendo filtrada em um polarizador
vertical. Apenas a componente vertical da luz não-polarizada emerge do
polarizador. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122
LISTA DE FIGURAS xix
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A.5 Propriedades de transição óptica da linha D2 (5S1/2 → 5P3/2) do Rb87. . . 109
CAPÍTULO 1
INTRODUÇÃO
O aprisionamento radiativo é um tema de interesse fundamental e aplicado e
têm sido amplamente estudado. Ao iniciar este caṕıtulo, faremos uma descrição sobre o
fenômeno de aprisionamento da radiação e em seguida explicaremos sobre o fenômeno de
difusão dos fótons. Em seguida, faremos uma descrição, de forma suscinta, dos caṕıtulos
que compõem este trabalho.
1.1 Descrição do fenômeno de aprisionamento da ra-
diação
Aprisionamento radiativo é o nome dado ao fenômeno de espalhamento múltiplo de
fótons em vapores atômicos ressonantes. Neste processo, quando faz-se incidir fótons com
frequência ω próximo à frequência de transição atômica, ω0, estes sofrem processos de
absorção e os átomos passam para um estado de maior energia, o estado excitado. No
entanto, estes átomos excitados decaem para um estado de menor energia (no caso de um
sistema de dois ńıveis, o estado de menor energia do átomo é o estado fundamental) e
emitem um fóton. Este fóton emitido pelo átomo pode sofrer vários processos de absorção
e emissão, que ocorrem, tipicamente, a taxas de 100 MHz à temperatura ambiente [1] e
assim, devido a esta taxa elevada, estes sucessivos processos (absorção e emissão) podem
ocorrer várias vezes antes que o fóton escape da célula. A figura (1.1) apresenta um
esquema do aprisionamento da radiação em um vapor atômico. Esta figura mostra os
fótons sofrendo diversos processos de absorção e emissão no interior de uma célula antes
que saiam do volume do vapor.
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Figura 1.1: Representação do aprisionamento da radiação em vapor atômico. Os fótons
são aprisionados na célula devido aos diversos processos de absorção e emissão.
Os múltiplos espalhamentos que ocorrem no interior da célula resultam uma evolução
no perfil espectral da radiação no vapor. Mesmo o espalhamento sendo elástico (ver
apêndice D) no referencial atômico (o fóton espalhado e o incidente têm mesma frequência
do átomo), o perfil espectral dos fótons espalhados pode ser diferente dos fótons incidentes,
devido ao movimento dos átomos no vapor: o efeito Doppler redistribui as frequências.
A evolução do perfil espectral da luz é então determinado por mecanismos de redis-
tribuição em frequência. Esta redistribuição é consequência dos perfis espectrais serem
inomogêneos.
O aprisionamento da radiação é um tema recorrente em diversas áreas de estudos, tais
como, atmosferas estrelares [2], plasmas [3], vapores atômicos [4] etc.
Desde o ińıcio da década de 1920 [1], este fenômeno de aprisionamento radiativo vem
sendo estudado, quando Compton e Milne descreveram, de forma teórica, a difusão de
fótons ressonantes em um meio absorvedor e anos mais tarde, em 1947, Holstein [5] propôs
uma equação ı́ntegro-diferencial para a descrição deste fenômeno de aprisionamento de
radiação em meios atômicos.
1.2 Difusão de fótons
O conceito de difusão é usualmente aplicado a part́ıculas materiais. Porém, este conceito
é também utilizado no contexto da propagação da radiação eletromagnética, como por
exemplo, na representação de difusão mútipla de fótons em um meio espalhador.
A propagação de fótons através de um meio de espalhamento homogêneo pode ser
descrita como um passeio aleatório que obedece à estat́ıstica normal. Particularmente, o
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deslocamento quadrático médio dos fótons, 〈x2〉, aumenta linearmente com o tempo:
〈x2〉 ∝ tγ (1.1)
com γ = 1.
Medindo-se a distribuição dos passos dos fótons neste meio durante um determinado
tempo, obtemos uma curva que descreve uma distribuição normal (curva de Gauss) que
é caracterizada por uma média e variância finita. Entretanto, em alguns sistemas, o
espalhamento múltiplo não pode ser caracterizado como difusivo, porque ele não obedece
à estat́ıstica normal. Nesses sistemas, o deslocamento quadrático médio segue a equação
(1.1), mas com γ 6= 1.
 γ < 1, o espalhamento é subdifusivoγ > 1 , o esplhamento é superdifusivo (1.2)
No caso de γ > 1, pode-se mostrar que a variância da distribuição de comprimento
de passos das “part́ıculas” não é finita. Assim, já foi observado um comportamento não-
normal para o comprimento do passo dos fótons em um meio transparente chamado “vidro
Lévy” [6] que possui determinada distribuição espacial em seu ı́ndice de refração e que
garante este comportamento não-normal de difusão dos fótons.
Figura 1.2: Exemplo de trajetória da luz em um vidro de Lévy: devido à modulação
espacial do ı́ndice de refração cuidadosamente planejada, a distribuição de comprimento
dos passos entre duas refrações sucessivas não é normal e leva à superdifusão.
A figura (1.2) mostra o chamado “vidro de Lévy” e a representação dos fótons propagando-
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se neste meio, que realizam um passeio aleatório entre processos sucessivos de refração
que não obedece à estat́ıstica normal.
Outros mecanismos levam a difusão não-normal de fótons. A propagação de uma
radiação ressonante em um meio atômico é estudada desde os anos 1920-30, quando
começou a ser descrita teoricamente por Compton [7] e Milne [8]. Experiências foram
feitas por Zemansky [9, 10] e interpretadas por Kenty [11], que, o primeiro, entendeu
que o coeficiente de difusão da luz ressonante em um meio atômico é infinito e que a
propagação da luz nessas condições não pode ser descrita pelo modelo de difusão gaussiano.
O formalismo teórico ainda hoje usado para descrever o aprisionamento de radiação em
um meio ressonante é o modelo ı́ntegro-diferencial de Holstein [5], publicado em 1947.
O caráter superdifusivo do aprisionamento dos fótons em um vapor atômico foi iden-
tificado por Pereira [12], para os casos em que os átomos possuem alargamento natural
(Lorentz), ou Doppler, ou estes dois estes efeitos simultaneamente, o alargamento nat-
ural e Doppler, resultando no perfil espectral Voigt. Em uma distribuição de Lévy, a
probabilidade de eventos de grande magnitude é substancialmente maior do que em uma
distribuição normal. Assim, para estas três situações (Lorentz, Doppler e Voigt) foi con-
firmado que o movimento de fótons entre alguns processos de absorção e emissão ocorre
em saltos com valores elevados, diferentemente da difusão normal onde os tamanhos dos
passos são, de de magnitude, semelhantes e comparável ao valor médio. Estes grandes
saltos ocorrem em pequeno número comparado ao número total de passos, mas são eles
que governam a estat́ıstica do sistema.
Note-se que o fenômeno da superdifusão não é apenas aplicado a fótons. Há outros
vários sistemas onde se verifica este fenômeno superdifusivo, por exemplo, em sistemas
biológicos [13], deslocamentos humanos [14], astrof́ısica [15] etc.
1.3 Descrição dos caṕıtulos da dissertação
O segundo caṕıtulo deste trabalho tem como finalidade apresentar as formas espectrais
de um vapor atômico, sendo elas, natural, Doppler e Voigt, onde estrutura-se conjunta-
mente com os efeitos de alargamento natural e Doppler. Neste caṕıtulo, também faremos
uma descrição fenomenológica sobre a redistribuição parcial em frequência bem como
sobre a redistribuição completa em frequência.
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O terceiro caṕıtulo consiste em uma abordagem estat́ıstica do aprisionamento da ra-
diação e tem como objetivo calcular a distribuição de probabilidade do comprimento do
passo de fótons entre sucessivos processos de absorção e emissão em um vapor atômico.
No caṕıtulo quatro, iremos descrever a simulação numérica utilizada para calcular
a redistribuição em frequência. Usamos naquela simulação escrita em linguagem C o
método de Monte Carlo. Apresentaremos também o caṕıtulo 4 resultados da redistribuição
em frequência em duas geometrias: uma geometria infinita e uma geometria ciĺındrica
finita. Comparamos os resultados obtidos quando deixamos a densidade atômica fixa
para duas diferentes frequência da da radiação incidente deslocadas em relação ao centro
de absorção atômica: uma fica exatamente no centro de absorção atômica e outra está
sintonizada com δ = −800 MHz. Em seguida, fizemos o oposto, ou seja, deixamos fixa
a frequência da radiação incidente e comparamos os resultados para duas densidades
atômicas diferentes (n ' 2, 8.1010 cm−3 e n ' 4, 7.1012 cm−3). É importante ressaltar que
estes resultados foram obtidos para átomos de rub́ıdio considerando apenas dois ńıveis de
energia, o excitado estando em torno da transição F = 2→ F ′ = 2 do isótopo do rub́ıdio
85.
No quinto caṕıtulo, reproduziremos resultados já obtidos na literatura para distribuição
de probabilidade dos passos de fótons em um vapor atômico e, em seguida, mostraremos
resultados de distribuição para sistemas cujos espectros são modificados, seja na absorção
do vapor atômico, seja da radiação incidente.
No caṕıtulo seis apresentaremos um esquema experimental para se medir a redis-
tribuição em frequência dos fótons retroespalhados por vapor atômico de Rb. Além disso,
exibiremos também um esquema experimental construido para a distribuição de passos
de fótons.
No sétimo e último caṕıtulo deste manuscrito apresentaremos as principais conclusões




O nosso objetivo neste caṕıtulo é encontrar o perfil espectral de absorção de um vapor
atômico com distribuição de velocidades térmicas excitado por uma radiação monocromáti-
ca. Iremos também apresentar o conceito de redistribuição parcial de frequência (Par-
tial Frequency Redistribuition - PFR) e redistribuição completa de frequência (Complete
Frequency Redistribuition - CFR). No primeiro caso ainda existe alguma “memória” da
frequência incidente, e no segundo caso essa “memória” está completamente apagada.
Primeiro, começamos com uma revisão sobre operador densidade, sua definição e sua
aplicação como ferramenta importante para calcular-se valor esperado de operadores. Em
seguida, iremos apresentar e resolver as equações de Bloch ópticas e com elas calcular
a polarização do meio. Através desta polarização obter a expressão para a suscetibili-
dade do meio e assim, adquirir o perfil de absorção e dispersão da luz incidente no meio
atômico. Feito isso, iremos discorrer sobre o efeito Doppler, o que nos permite, dar uma
explicação sobre PFR e CFR. Estes perfis espectrais de Lorentz, de Gauss e de Voigt nos
ajudarão a entender como ocorrerá a passagem da redistribuição parcial em frequência
para a redistribuição completa em frequência. Além disso, como veremos mais adiante,
estes tipos de espectros servirão para calcular a distribuição de probabilidade de passos
dos fótons em um vapor atômico.
2.1 Revisão sobre o operador densidade
Uma motivação para o estudo do operador densidade é dada pelo fato de estar-
mos estudando sistemas com várias part́ıculas e em diferentes estados quânticos. Caso
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quiséssemos escrever uma função de onda para tal sistema, deveŕıamos escrevê-la como
uma superposição das auto-funções de cada estado das part́ıculas do sistema. De maneira
geral, os postulados básicos da mecânica quântica foram enunciados para um ensem-
ble puro (coleções de sistema preparados identicamente e representados por apenas um
auto-estado). Porém, estamos estudando um ensemble misto, onde o auto-estado que o
representa é dado por uma superposição de todos os outros auto-estados que compõem
o sistema [16]. Então, com o operador densidade, podemos fazer medidas de observáveis
quânticos (através do seu valor médio) sem escrever um auto-estado para um sistema
composto por N part́ıculas [17].





Onde |ψi〉 são os auto-estados e Pi é a probabilidade de encontrar o sistema no estado
|ψi〉. Para representar probabilidades temos que 0 6 Pi 6 1 e
∑
i Pi = 1. O operador
densidade atuando em um auto-estado |ψi〉 produzirá a probabilidade de encontrar o




Pi|ψi〉〈ψi|ψi〉 = Pi|ψi〉 (2.2)
Para encontrar a forma matricial do operador densidade, devemos primeiro expandir










n |n〉〈n| = 1 e Cni = 〈n|ψi〉.
Inserindo a equação (2.3) na equação (2.1) podemos representar o operador densidade



































































Para o caso de um sistema de dois ńıveis |1〉 e |2〉, podemos escrever na representação





Os termos ρ11 e ρ22 são os termos de população que representam o número de átomos
no ńıvel fundamental |1〉, ou no excitado |2〉, respectivamente. Enquanto que os termos
ρ12 e ρ21 são os termos de coerência entre o ńıvel fundamental e o excitado [20]. Estes
termos de coerência nos informam se o sistema está em uma superposição de estados.
Uma outra operação importante que podemos efetuar sobre o operador densidade é o





Mecanismos de alargamento espectral 10















Com isso, mostramos que a operação do traço sobre ρ é sempre igual a 1, independente
da base ortonormal que escolhemos.
Podemos pensar agora na média de um operador em um ensemble de observáveis cuja





Por outro lado, aplicando o operador densidade neste observável e em seguida fazendo










Assumimos que o operador Â é hermitiano, logo o produto de operadores hermitiano
também é hermitiano. Observando a diagonal principal de ρÂ e em seguida operando





Usando a relação de completza
∑
|n〉〈m| = δnm
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Tr〈n|ρÂ|n〉 = 〈Â〉 (2.15)
Como mostramos pela equação (2.15) que a operação traço independe da base que







Note, pela equação (2.16) que o valor esperado de um operador Â em um ensemble é
calculado sem a necessidade de escrever um auto-estado que o representa.
2.2 Átomo de dois ńıveis
Iremos simplificar o nosso problema para um sistema de dois ńıveis, mesmo que átomos
reais têm múltiplos ńıveis de energia. Essa simplificação é posśıvel quando a frequência da
luz incidente no meio atômico está próxima de uma ressonância. Além disso, a interação
entre os átomos com a radiação eletromagnética ocorre através de momentos de dipolos.
Caso a energia de incidência ~ω0 coincida com a diferença de energia entre os ńıveis
atômicos, E2 − E1, então a intensidade do momento de dipolo desses dois ńıveis é maior
que todos os outros dipolos que estão não-ressonante com a radiação incidente [21]. Sendo
assim, a intensidade do dipolo ressonante predomina sobre as intensidades dos dipolos
não-ressonantes.
Podemos representar de forma esquemática um modelo de átomo de dois ńıveis, es-
quematizada na figura (2.1), onde o parâmetro δ é a dessintonização da radiação emi-
tida em relação à frequência de transição atômica. Ou seja, escrevendo a frequência de
transição atômica como ω0 e a frequência da radiação incidente como ω, então, δ = ω−ω0.
Outro parâmetro importante que aparece é a taxa de relaxação Γ, da emissão espontânea.
Veremos ao longo deste caṕıtulo que este termo de relaxação deverá ser colocado nas
equações de forma fenomenológica [20].
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Figura 2.1: Esquema para um átomo de dois ńıveis, onde ω é a frequência de oscilação
do campo, Γ é a taxa de decaimento espontâneo e δ é a dessintonização do campo em
relação à frequência ressonante do átomo, ω0
2.2.1 Equações de Bloch ópticas para um átomo de dois ńıveis
Para um átomo de dois ńıveis interagindo com uma radiação eletromagnética, temos
que o hamiltoniano do sistema é dado por [22]:
Ĥ = Ĥ0 + V̂ (t) (2.17)
onde Ĥ0 =
∑
nEn|n〉〈n|, com Ĥ0|n〉 = En|n〉 é o hamiltoniano natural do átomo e V̂ (t) é
a interação dipolar com um campo elétrico oscilante.
As equações de Bloch ópticas são equações diferenciais acopladas referentes à evolução
temporal dos elementos da matriz do operador densidade [19]. Então, como queremos a





































Analisando a equação (2.20) observamos que o primeiro termo após a igualdade é
diferente de zero se m 6= n, pois, caso m = n a diferença das energias se anulam. Note
que, Em − En = ~ω0. Uma outra observação é que os elementos da diagonal principal
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de V (t) são nulos porque isto é uma interação dipolar. Fazendo V (t) ser hermitiano, a
























[V21 (ρ22 − ρ11)] (2.24)
As equações (2.21), (2.22), (2.23) e (2.24) são as equações de Bloch [24] e elas podem












Até o presente momento estamos considerando que o átomo está interagindo com um
campo radiativo (laser) e que estas interações levam a processos de absorções e emissões
estimuladas. No entanto, o átomo interage com os modos do campo no vácuo e essa
interação leva a um processo chamado de emissão espontânea [20]. Devemos acrescentar
fenomenologicamente nas equações de Bloch esse termo de relaxação. Atribuindo à taxa
de decaimento espontâneo do ńıvel excitado para o ńıvel fundamental a relação Γ = 1
τ
,
onde τ é o tempo de vida em que o átomo permanece no estado excitado e atribuindo T
ao tempo de relaxação da coerência é posśıvel mostrar [20] que desprezando na ausência
de colisões interatômicas, T = 2τ . Isto é, os termos de população decaem com uma taxa
Γ, enquanto que os termos de coerência decaem com um fator Γ
2
. Com a inserção desses






[ρ21V12 − ρ12V21]− Γρ22 (2.27)










Dadas as equações de Bloch, devemos agora estabelecer os elementos de matriz de V (t).
Sabendo V (t) é a interação dipolar com o campo oscilante, como já foi dito anteriormente,
então sua expressão é dada por [25]:
V̂ (t) = −µ̂ · E (2.29)
Onde µ̂ é o operador momento de dipolo e E é o campo elétrico. Para resolver esta




(ek·r+iωt + ek·r−iωt) (2.30)
Nesta expressão para o campo, podemos usar a aproximação dipolar [26], que consiste
em desprezar o termo k · r, pois, k ∝ 1
λ
e r sendo da ordem de grandeza do raio de Bohr




(eiωt + e−iωt) (2.31)
Por outro lado, o operador momento de dipolo, pode ser escrito da seguinte forma:
µ̂ = µ12|1〉〈2|+ µ21|2〉〈1| (2.32)




(µ12|1〉〈2|+ µ21|2〉〈1|) · E0(eiωt + e−iωt)
V̂ (t) = −µ12E0
2
(eiωt + e−iωt)|1〉〈2| − µ21E0
2
(eiωt + e−iωt)|2〉〈1| (2.33)




2(~r)dr, |1〉〈2| = |1〉〈2|(t) e |2〉〈1| = |2〉〈1|(t). Essa integral
é calculada em todo o espaço e os termos µ11 = µ22 = 0 devido aos integrandos serem
funções ı́mpares. Fazendo Ω~ = µ21E0 = µ∗12E0 (onde Ω é denominado de frequência de
Rabi), ficaremos com V̂ (t) da seguinte forma:
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V̂ (t) = −~Ω
∗
2
(eiωt + e−iωt)|1〉〈2| − ~Ω
2
(eiωt + e−iωt)|2〉〈1| (2.34)
Na equação (2.34), podemos considerar que o operador |1〉〈2| leva o átomo para o
estado fundamental enquanto que o operador |2〉〈1| leva o átomo para o estado excitado.
Estes operadores evoluem proporcionalmente ao termo e±iω0t.
Uma outra forma de analisar esse termo é que ele está associado a operadores de criação
e destruição [23] (em analogia com o oscilador harmônico quântico). Ou seja, o termo em
e−iω0t está associado ao operador de destruição (o átomo decai para o ńıvel fundamental
emitindo um fóton) e o termo eiω0t está associado ao operador de criação, o átomo é
levado ao ńıvel excitado absorvendo um fóton. Quando fazemos estas considerações, esses
operadores de criação e destruição são levados à t = 0, ou seja, |2〉〈1| = eiω0t|2〉〈1|(0) e
|1〉〈2| = e−iω0t|1〉〈2|(0).
Com isso, a equação (2.34), fica com a seguinte forma:
V̂ (t) = −~Ω
∗
2
(eiωt + e−iωt)e−iω0t|1〉〈2|(0)− ~Ω
2
(eiωt + e−iωt)eiω0t|2〉〈1|(0)












Os termos ω+ω0 são aproximadamente o dobro da frequência de ressonância atômica.
Esses termos não-ressonantes podem então serem desprezados da expressão de V̂ (t),
pois, as exponenciais e±i(ω+ω0)t oscilam muito rápido quando comparado com os termos
e±i(ω−ω0)t que oscilam lentamente. Desta forma, podemos aproximar estes termos de maior
frequência pelo seu valor médio. Ou seja:
e±i(ω+ω0)t ' 0 (2.36)
Quando desprezamos esses termos que estão longe da ressonância, estamos fazendo a
aproximação dita de ondas girantes [27] (Rotating Wave Approximation - R.W.A.). Feito
essas considerações, a expressão para V̂ (t) fica






Onde δ = ω − ω0 é a dessintonização. Voltando para |2〉〈1|(t) e |1〉〈2|(t), chegamos,
finalmente, a expressão para V̂ (t)
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(ρ22 − ρ11) (2.40)
A solução das equações (2.39) e (2.40) são os elementos da matriz densidade.
2.2.1.a Solução para as equações de Bloch
Iremos resolver as equações (2.39) e (2.40). Para isto, faremos a seguinte mudança de
variáveis:
ρ22 = σ22 (2.41)
ρ21 = e
−iωtσ21 (2.42)



















(2ρ22 − 1) (2.44)
Onde usamos o fato que ρ11 + ρ22 = 1 e σ
∗
12 = σ21.





= 0, as equações

























As equações (2.45) e (2.46) nos fornece todos os elementos da matriz densidade.
2.2.2 Expressão para suscetibilidade e coeficiente de absorção
A expressão resultante para suscetibilidade fornece tanto o perfil espectral de absorção
quanto o perfil espectral de dispersão de um vapor atômico.
Então, para encontrar esta expressão da suscetibilidade, devemos obter primeiro a
polarização, pois [28]:
P(t) = ε0χE(t) (2.47)
Por outro lado, em um conjunto de part́ıculas, a polarização é dada por [29]:
〈P 〉 = n〈µ〉 (2.48)
onde n é o número de átomos por unidade de volume (densidade atômica) e 〈µ〉 é o
valor esperado do momento de dipolo atômico. Para calcular a média de um operador em
um ensemble de átomos, usaremos a equação (2.16).
〈µ〉 = Tr (ρµ)
〈µ〉 = ρ12µ21 + ρ21µ12 (2.49)
Portanto,
P = nµ12ρ21 + c.c. = nµ12σ21e
−iωt + c.c. (2.50)
Como o campo elétrico é dado por E = E0
2
(eiωt+e−iωt), então, a equação (2.47) assume
a seguinte forma:




e−iωt + c.c. (2.51)
Igualando-se as equações (2.50) e (2.51), chegaremos à expressão para a suscetibilidade,


























podemos reescrever a suscetibilidade dada na equação (2.52) da seguinte maneira













A equação (2.54) pode ser separada em duas partes, uma parte real e outra imaginária.
A parte real da suscetibilidade está relacionada à dispersão da luz no meio atômico e a
parte imaginária está ligada à absorção neste meio atômico [19, 20].























Podemos perceber que tanto a parte real e a parte imaginária da suscetibilidade de-
pendem da razão entre a intensidade da luz incidente no meio e a intensidade de saturação
do vapor atômico.
A figura (2.2) apresenta gráficos sobrepostos mostrando como a absorção e a dispersão
varia com a razão I
IS
. O perfil de absorção é conhecido como perfil de Lorentz. Ao longo
deste trabalho, denominaremos a parte imaginária da suscetibilidade (ou coeficiente de
absorção) como K(ω)
1A intensidade de saturação é a intensidade que a radiação incidente deve possuir para que uma
quantidade considerável de átomos encontrados no ńıvel fundamental vá para o ńıvel excitado de forma
que a quantidade máxima de átomos no ńıvel excitado seja igual a N2 = N/2, onde N é o número total
de átomos e N2 é o número de átomos no estado excidao [30, 31]
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Figura 2.2: Parte real e imaginária da suscetibilidade representando a dispersão e a
absorção, respectivamente, em função da dessintonização.
Com a ajuda da figura (2.3) podemos calcular a largura a meia altura (Full Width at
Half-Maximum - FWHM) do perfil de absorção da seguinte maneira




































Onde δ′ = ω′ − ω0. Então, para encontrar ΓN , que é a largura a meia altura, fazemos
ΓN = 2δ









Uma observação que podemos fazer na equação (2.59) é que com o aumento da inten-
sidade da radiação incidente no átomo ocorre uma ampliação na largura espectral δL1/2.
2.2.3 Efeito Doppler em meios atômicos
Até o presente momento consideramos átomos parados. Nesta seção, iremos considerar
que o coeficiente de absorção atômico seja dado por uma função delta e levaremos em conta
o movimento térmico dos átomos. Para um átomo com velocidade v e considerando uma
radiação incidente na direção do vetor de onda k para um observador fixo no referencial do
laboratório, a frequência da onda aparecerá no referencial do átomo com um deslocamento
devido ao efeito Doppler [32]
ω′ = ω − k · v (2.60)
onde ω′ é a frequência da luz no referencial do átomo e ω a frequência da luz no referencial




. Devido ao produto escalar de k com a velocidade, somente a
componente de velocidade ao longo de k é importante para o efeito Doppler [26]. Então,
esta distribuição de frequências para um vapor atômico em equiĺıbrio térmico segue a
distribuição de probabilidade de velocidades de Maxwell-Boltzmann (ver Apêndice C),
cuja expressão em uma dimensão, definida pela direção de propagação do campo, é dada
por:












Onde δ = ω − ω0. A equação (2.61) tem o perfil de uma curva de Gauss e o seu
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Figura 2.4: Perfil de Gauss obtido a partir da equação (2.61) para T = 300K
A figura (2.4) foi obtida para T = 300K.
Podemos usar o mesmo procedimento feito para encontrar a largura FWHM do coe-
ficiente de absorção K(ω) para obter também a largura a meia altura (ΓD) do perfil de









2.2.4 Perfil de Voigt
Até o presente momento fizemos duas considerações para encontrar o perfil de ab-
sorção do átomo, ou seja, ou dizemos que ele está parado (v = 0) com espectro de linha
homogênio ou está em movimento com perfil de Gauss, sendo o último, com uma largura
de linha natural despreźıvel. Então, agora vamos considerar a largura homogênea finita.
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Figura 2.5: Perfil de Voigt. Convolução entre entre K(ω − ω′) e D(ω)
A figura (2.5) mostra o perfil de Gauss gerado pelo efeito Doppler que é uma pro-
priedade de um vapor atômico à temperatura T com átomos movendo-se com velocidade
v. Além disso, a figura (2.5) mostra que cada átomo possui uma certa largura de linha
homogênea não despreźıvel. A combinação desses dois efeitos nos leva ao chamado per-
fil de Voigt [32], que é uma convolução entre o perfil de Gauss e o perfil de Lorentz.
























Onde K(ω−ω′) e D(ω), são os perfis espectrais de Lorentz e Gauss, respectivamente.
A integral dada em (2.63) não possui solução anaĺıtica. Usando o parâmetro de Voigt [1]





























A figura (2.6) mostra os três espectros, Lorentz, Gauss e Voigt. Esta figura nos auxilia
a observar que o espectro de Voigt é uma ”mistura”dos outros dois, onde a parte central
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se assemelha com o perfil de Gauss, enquanto que no regime assintótico se assemelha ao
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Figura 2.6: Comparação entre os espectros de Lorentz, Gauss e Voigt com escala vertical
logaŕıtica. O perfil de Gauss em preto, Lorentz em vermelho e Voigt em azul. O parâmetro
de Voigt usado foi de 10−2. Os três perfis (Lorentz, Gauss e Voigt) estão com a mesma
largura de 500 MHz.
2.3 Redistribuição completa e parcial de frequência
Consideremos um certo volume no qual está contido um número definido de átomos
sobre os quais incide uma radiação cuja frequência está próxima da frequência de transição
atômica. Esses átomos irão absorver fótons e reemiti-los em seguida.
Durante o processo de absorção, o momento linear do fóton é adicionado ao momento
linear do átomo, enquanto que, no processo de emissão, o momento linear do fóton é
subtráıdo ao momento linear do átomo. Porém, para uma das linhas de ressonância
do rub́ıdio (λ = 780, 241 nm), à temperatura ambiente (T ≈ 300 K), a razão entre o
momento do fóton (Pf = hk = ~ν/c) e momento do átomo (Pa = mv) é da ordem de
Pf/Pa ≈ 10−4. Portanto, podemos considerar, a partir deste fator, que a velocidade
do átomo permanece inalterada durante o processo de absorção. De forma equivalente,
no processo de reemissão, acontece o procedimento inverso ao ocorrido no processo de
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absorção, com o momento do fóton subtráıdo ao momento do átomo, em vez de ser somado.
Com isso, assume-se que a velocidade do átomo permanece praticamente inalterada.
De acordo com a equação (2.60), a diferença entre a radiação absorvida e a emitida,
no referencial do laboratório vai ser devida à direção de propagação do fóton emitido, pois
as frequências de absorção e de emissão coincidem-se no referencial do átomo em repouso.
Devido ao perfil de absorção homogêneo do átomo (perfil de Lorentz), os fótons com
frequências afastadas do centro da absorção atômica (nas asas da distribuição) serão ab-
sorvidos, principalmente, por aqueles átomos que movem-se lentamente. No processo de
emissão, o átomo possui aproximadamente a mesma velocidade quando houve a absorção
e este mesmo átomo emite um fóton na mesma frequência em que ele foi absorvido [33].
Então, como existe uma correlação nas frequências do fóton que foi absorvido e poste-
riormente emitido, dizemos que houve uma redistribuição parcial de frequência (Partial
Frequency Redistribution - PFR) [1]. De maneira geral, existe uma memória da frequência
de absorção na frequência de emissão do fóton pelo átomo, ou seja, conseguimos saber
em qual frequência o átomo absorveu o fóton através da frequência de emissão. O estudo
pioneiro da PFR foi lançado no campo da astrof́ısica [34].
Caso a frequência de absorção seja totalmente descorrelacionada da frequência de
emissão, dizemos que houve uma redistribuição completa de frequência (Complete Fre-
quency Redistribution - CFR). Ou seja, a partir da redistribuição em frequência dos fótons
emitidos, não sabemos qual a frequência que os átomos foram excitados pela luz incidente.
Visualmente, os espetro de emissão e absorção são os mesmos. De forma suscinta, pode-
mos afirmar que a CFR implica que a frequência do fóton emitido é independente da
frequência do fóton que foi previamente absorvido [35], diferentemente da PFR em que
as frequências desses dois processos estão correlacionadas. Esse conceito sobre CFR foi
usado na dedução da equação ı́ntegro-diferencial de Holstein [5] sobre o aprisonamento de
radiação.
CAPÍTULO 3
ESTATÍSTICA DE PASSOS DE FÓTONS
EM VAPOR ATÔMICO
Neste caṕıtulo apresentaremos conceitos básicos de distribuição de probabilidade. Dis-
cutiremos primeiro o caso da estat́ıstica de distribuições normais, através do Teorema do
Limite Central. Distribuições desviando desse comportamento “normal” serão discutidas
a seguir, particularmente aquelas que apresentam um decaimento assintótico em lei de
potência. Discutiremos em seguida um problema espećıfico, relacionado à propagação de
luz em meios ressonantes. Iremos encontrar a distribuição de probabilidade dos passos do
fóton em um vapor atômico e mostrar que ela segue uma estat́ıstica não-normal.
3.1 Distribuição de probabilidade como lei de potência
O Teorema do Limite Central (Central Limit Teorem - CLT) é um dos mais importantes
teoremas da Estat́ıstica, posto que as distribuições de probabilidade que o CLT aborda
possuem enorme aplicabilidade [36], nas mais diversas áreas do conhecimento.
Considere a soma x de N variáveis independentes (si) e identicamente distribúıdas de





O nosso objetivo agora é encontrar a probabilidade P (x)dx de encontrar o valor de x
em um certo intervalo, compreendido nos limites entre x e x+ dx. Por exemplo, para um
caminhante com passo aleatório, podemos interpretar si como sendo o deslocomento do
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i-ésimo passo deste caminhante e x será a posição final após N passos desta caminhada.
Como as probabilidades dos passos são estatisticamente independentes, então, a proba-
bilidade de uma sequência de passos em um intervalo entre si e si + dsi é o produto da
probabilidade individual de cada passo, ou seja:
w(s1)ds1.w(s2)ds2.w(s3)ds3...w(sN)dsN (3.2)
Somando esta probabilidade dada pela equação (3.2) sobre todos os deslocamentos,










Em prinćıpio, o cálculo da equação (3.3), resolve o problema inicial de encontrar P (x).
Entretanto, a integral apresentada na equação (3.3) apresenta uma dificuldade devido a
restrição sobre os valores de si. Portanto, para resolver este problema, introduziremos a


















onde não existe mais nenhuma restrição sobre os limites de integração. Sabendo que a














































Podemos agora introduzir a função caracteŕıstica (f(k)) associada à distribuição w(s).
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Como as integrais em ds na equação (3.6) são todas iguais, assim, a distribuição P (x)







Agora, para obter P (x), devemos encontrar [f(k)]N . Esta função caracteŕıstica possui
uma parte oscilatória em seu integrando (eiks) e quanto maior o valor de |k| mais rápido
será sua oscilação. Como f(k) está elevada a uma potência N segue que esta função
decresce muito mais rapidamente com o aumento de k e assim, sua contribuição na integral
será despreźıvel para valores grandes de k. Desta forma, apenas o conhecimento de [f(k)]N
para valores pequenos de k é o suficiente para calcular P (x). Portanto, fazendo uma











Usando o fato que 〈sn〉 ≡
∫∞
−∞ s
nw(s)ds, a equação (3.9) assume a seguinte forma:
f(k) = 1 + ik〈s〉 − 1
2
k2〈s2〉+ ... (3.10)
Podemos usar o fato que [f(k)]N = eNln[f(k)] e lembrando que a expansão em série da
função logaritimica é dada por:
ln(1 + z) = z − 1
2
z2 + ... (3.11)





onde usamos µ̄ = N〈s〉 e σ2 = N (〈s2〉 − 〈s〉2). µ̄ é o valor médio da variável x, 〈s〉 é o
valor esperado da variável s e σ2 é a variância da variável x.
Inserindo a equação (3.12) na equação (3.8) obtemos que










Para resolver a equação (3.13), devemos usar o método de completar quadardos no











A equação (3.14) é a chamada distribuição normal ou distribuição de Gauss e será,
portanto, a distribuição de probabilidade para a soma da variável si para um regime
onde N → ∞. Esta equação também nos fornece uma importante informação, pois, a
distribuição de probabilidade da soma da variável associada à si vai ser uma distribuição
normal com um máximo em torno da média µ̄ sem importar qual será a distribuição
atribúıda para w(si), desde que sejam independentes e para N suficientemente grande.
Isto é o que chamamos de Teorema do Limite Central [38]. Vale lembrar que para uma
distribuição normal o valor de seus momentos 〈sn〉 é finito.
Podemos ilustrar o CLT com um lançamento de uma moeda não viciada cuja sua






δ (xi − y) (3.15)
A figura (3.1), mostra a evolução da distribuição de probabilidade em um lançamento
de moedas e percebemos que quanto maior o número de repetições deste evento, a dis-
tribuição de probabilidade final tende a ser uma distribuição normal, como afirma o
Teorema do Limite Central (CLT).
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Figura 3.1: Evolução de P (x) para um lançamento de uma moeda. Foram lançadas
duzentas moedas. (a) lançamento das duzentas moedas cem vezes. (b) lançamento das
duzentas moedas cem mil vezes.
Para o Teorema do Limite Central, usamos o fato que as variáveis aleatórias possuiam
os seus momentos finitos. Entretanto, o matemático francês Paul Lévy provou existir
novas soluções para a soma de variáveis que envolvem distribuição de probabilidade cujos
momentos não são finitos. Lévy questionou em qual condição a distribuição de probabil-
idade (PN(x)) da soma de N passos seria igual à distribuição (P (x)) individual de cada
passo [39]. Inspirado no CLT, a resposta seria uma gaussiana a menos de um fator mul-
tiplicativo, pois a soma de N gaussianas ainda continua sendo uma gaussiana. Mas Lévy
descobriu outras soluções para PN(x) e P (x) de tal forma que teriam a mesma distribuição





onde x0 é uma constante com dimensão de comprimento. Vale ressaltar que esta equação
























Em que na equação (3.17) usamos o fato que a parte imaginária é nula pois, o integrando
é uma função ı́mpar em um intervalo simétrico, enquanto que a parte real é uma função
par. Analisando para o regime assintótico (x→∞), a equação (3.17) obtém-se a seguinte
forma:
P (x) ∼ 1
xµ
(3.18)
onde µ = η + 1 e x 6= 0, em que o valor mı́nimo de x é |xmin| > x0. Lembrando que
os valores negativos de x significam passos para esquerda, enquanto que, para os valores
positivos, são passos para direita.
Agora, iremos calcular o primeiro momento (〈x〉) e o segundo momento (〈x2〉) da












Assim, com a equação (3.19), obtemos diferentes valores para o primeiro momento
dependendo do valor de µ. Ou seja:
 µ 6 2, 〈x〉 divergeµ > 2, 〈x〉 é nulo (3.20)
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Igualmente ao primeiro momento, dependendo do valor de µ, obteremos valores difer-
entes para 〈x2〉. Assim, temos que:
 µ 6 3, 〈x2〉 divergeµ > 3, 〈x2〉 constante (3.22)
Com os resultados obtidos nas equações (3.20) e (3.22), podemos afirmar qual o tipo de
distribuição da variável aleatória dada na equação (3.18), mesmo sendo esta obtida para
o regime assintótico da distribuição. Ou seja, para µ > 3 a distribuição de probabilidade
apresenta uma distribuição normal (gaussiana), enquanto que para 1 6 µ < 3 seguem
uma distribuição não-normal, denominada de distribuição Lévy [6, 40]. As distribuições
de Lévy são dominadas por eventos raros e seu segundo momento sempre diverge para
µ 6 3, porém o primeiro momento só diverge se µ 6 2.
A figura (3.2) mostra a distribuição de probabilidade para uma caminhada aleatória
em duas dimensões e com direção angular uniformemente distribúıda. Na figura (3.2
(a)), observamos uma distribuição normal (distribuição de Gauss) com o expoente µ = 5
da distribuição de probabilidade dada pela equação (3.18), enquanto que, a figura (3.2
(b)) caracteriza uma difusão não-normal, cujo expoente µ = 2. Podemos perceber que
nesta difusão não-normal ocorre vários passos curtos intercalados de saltos longos. Difer-
entemente da difusão normal, onde toda a distribuição de probabilidade é regida por
passos distintos, mas uniformemente curtos. Embora, os passos longos que ocorrem na
distribuição não-normal serem uma pequena fração do número total de passos, eles irão
governar a estat́ıstica do sistema [41].
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(a) (b)
Figura 3.2: Exemplo de caminhada aleatória em duas dimensões com uma direção an-
gular distribúıda uniformemente. (a) Movimento caracterizando uma distribuição normal
(distribuição de Gauss) com expoente µ = 5. (b) Movimento caracterizando uma dis-
tribuição não-normal com expoente µ = 2.
3.2 Distribuição de probabilidade de absorção e emissão
de fótons em um vapor atômico
Nesta seção iremos encontrar a distribuição de probabilidade dos passos de fótons
em um vapor ressonante com a radiação incidente. Para isso, consideremos um vapor
atômico no qual fazemos incidir uma radiação de frequência ν, como mostra a figura
(3.3). Fazemos Tν(r + dr) ser a probabilidade dos fótons que chegaram à posição r sem
serem absorvidos por um volume do vapor atômico de espessura dr.
Figura 3.3: Probabilidade de transmissão dos fótons ao passar através de um meio
atômico.
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Designando Φabs(ν) como a probabilidade, por unidade de comprimento, dos fótons de
frequência ν serem absorvidos pelo vapor, podemos encontrar uma relação entre Tν(r) e
Φabs(ν). Devemos ter uma probabilidade Tν(r) dos fótons serem transmitidos pelo vapor,
porém, ainda devemos levar em conta a probabilidade de serem absorvidos e lembrando
que essas probabilidades, de absorção e transmmissão são independentes, então, a proba-
bilidade dos fótons, T (r + dr), serem transmitidos pela espessura do vapor dr localizada
na posição r é dada por
T (r + dr) = T (r) [1− Φabs(ν)dr] (3.23)
onde o termo entre colchetes refere-se à probabilidade dos fótons serem transmitidos pelo
vapor atômico e T (r) à probabilidade dos fótons serem transmitidos até uma distância r.






A equação (3.24) é conhecida como lei de Beer [26]. Com isso, podemos encontrar a
distribuição do tamanho do passo do fóton de frequência ν, Pν(r). Retomando a equação
(3.3), obtemos que:






A equação (3.25) descreve a distribuição de probabilidade do comprimento dos passos
de fótons de frequência ν que se propagam em um meio com absorção Φabs(ν). Ou
seja, esta distribuição de probabilidade dos fótons é dada apenas para uma radiação
monocromática.
Supondo que a luz possua uma distribuição espectral Φinc(ν), então a distribuição
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A equação (3.26) descreve a distribuição dos passos dos fótons em um vapor atômico
levando em conta que a excitação no meio atômico possua certa distribuição em frequência
[42, 12].
O caminho do fóton em um meio atômico possui um comportamento superdifusivo
[12] (distribuição não-normal). Para os perfis de absorção atômica, no regime assintótico,
podemos assumir que a equação (3.26) segue uma lei de potência como foi observado
na equação (3.18). O tamanho dos saltos do fóton origina uma caminhada aleatória
que é contitúıda de saltos de pequenas escalas e com um número reduzido de passos
em grandes escalas, porém, como já foi mencionado anteriormente, esses grandes saltos
irão determinar a estat́ıstica desse sistema. A inomogeneidade espectral determina essa
distribuição de probabilidade dos fótons no meio atômico. Portanto, a relação entre as
formas dos espectros de emissão e de absorção é uma peça importante para se obter a
estat́ıstica dos fótons em cada situação [1].
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lembrando que a função gamma é dada por Γ(z) =
∫∞
0
tz−1 = (z− 1)! e que esta equação
é válida para Φabs(ν) 6= 0.
Pode-se mostrar que para qualquer forma espectral fisicamente razoável (Lorentz,
Gauss e Voigt) tanto para a emissão quanto para absorção, o segundo momento diverge






Calculando P (r) mostrado na equação (3.28) para o regime assintótico (r → ∞)
quando a forma espectral Φ(ν) for uma Doppler dada pela equação (2.61), temos que:





Por outro lado, quando Φ(ν) é um perfil de Lorentz dado pela equação (2.56), o P (r)
em r →∞ fica da seguinte maneira:
P (r) ∼ 1
r3/2
(3.30)
Para o perfil espectral de Voigt dado pela equação (2.64), o expoente µ = 3/2, pois,
assintoticamente, este perfil coincide com a distribuição de Lorentz.
Como o expoente µ para um perfil espectral Doppler é igual a 2 (µ = 2), então, tanto o
primeiro momento bem como o segundo momento divergem para a distribuição de passos
dos fótons. Esta divergência nos momentos (primeiro e segundo) também acontece para
os perfis de Lorentz e Voigt, pois o µ = 3/2. Sendo assim, o passeio aleatório dos fótons
em um meio atômico que assume qualquer uma destas linhas espectrais (Lorentz, Gauss
e Voigt) pode ser caracterizado como vôos de Lévy.
Um caso particular que podemos observar sobre os momentos dos passos dos fótons
em um vapor atômico é que se fizermos incidir uma luz monocromática com frequência




e assim, seus momentos são finitos obedecendo Φabs 6= 0. A equação (3.31) nos mostra
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que uma variação no livre caminho médio pode ser obtida ajustando-se o coeficiente
de absorção Φabs(νL) na mesma frequência νL da luz monocromática. Este ajuste no
coeficiente de absorção pode ser conseguido por meio do controle da densidade atômica.
Um outro caso é quando uma radiação com distribuição espectral Φinc(ν∞) incide em um
vapor atômico com uma frequência ν∞ bem fora da ressonancia atômica. Neste caso,
a distribuição espectral de absorção pode ser considerada constante e assim, a equação






de modo que, neste caso, os momentos da distribuição de passos dos fótons são finitos,
caracterizando um difusão normal da luz [1].
Iremos observar ao longo desse trabalho que mesmo modificando, de forma fisicamente
aceitável, os espectros de absorção e/ou emissão, a distribuição dos passos do fóton nesse
meio atômico, também seguirá uma estat́ıstica de Lévy.
CAPÍTULO 4
SIMULAÇÃO MONTE CARLO PARA
DIFUSÃO DE FÓTONS EM UM VAPOR
ATÔMICO DE RUBÍDIO
Neste caṕıtulo iremos descrever a simulação numérica em que usamos o método de
Monte Carlo para calcular a redistribuição em frequência e dos passos de fótons devido
à difusão múltipla em um vapor de átomos de rub́ıdio. Primeiro iremos resolver esse
problema para um caso idealizado, em que o vapor não está contido em uma célula mas
ocupa o espaço em uma geometria sem fronteiras (vapor infinito). Tendo em vista uma
investigação experimental, em seguida, fazemos um estudo da redistribuição em frequência
dos fótons utilizando novamente um vapor de rub́ıdio, porém, contido em uma geometria
finita.
4.1 Descrição da simulação numérica para o processo
de absorção e emissão de fótons por um átomo
A nossa simulação numérica descreve a redistribuição de frequência dos fótons re-
emitidos pelos átomos de um vapor. Após ter absorvido um fóton proveniente da radiação
incidente calculamos a nova frequência de reemissão, assim como o passo do fóton, que
ocorre entre um evento de absorção e um de reemissão. Além disso, a simulação nos
fornece a posição em que o átomo emitiu o fóton que sai do volume onde o vapor está
contido (esta situação não é válida para o caso do vapor com volume infinito).
Mostramos nos caṕıtulos anteriores que fótons espalhados repetidamente em um vapor
atômico ressonante, em configuração onde ocorre Redistribuição Completa de Frequência,
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sofrem um processo de superdifusão, caracterizado por vôos de Lévy.
A configuração em que ocorre CFR tem sido estudada tanto teoricamente [12] quanto
experimentalmente [42, 43]. Entretanto, o regime de CFR não é atingido instantanea-
mente em um vapor atômico iluminado, por exemplo, por um laser ressonante e tem sido
mostrado que vários ciclos de absorção/emissão são de fato necessários para atingir o
regime de CFR em tal sistema.
Nós queremos então estudar regimes de PFR, onde os perfis de absorção e emissão
não coincidem, assim como regimes onde podemos manipular esses perfis.
A figura (4.1) ilustra o processo de difusao de fótons em um vapor atômico. A radiação
incidente possui uma dada frequência ω e uma dada direção k. Essa radiação incidente
que usamos em toda a rotina numérica é uma radiação monocromática cujo perfil espec-
tral é o perfil de Lorentz com uma largura espectral de ΓN = 5 MHz, que possui uma
frequência central ωL deslocada de δ em relação à frequência da absorção atômica ω0.
Esta radiação incide no vapor atômico cuja forma espectral da absorção é do tipo Voigt
(revisão no Caṕıtulo 2) e um átomo com componente ressonante de velocidade absorve o
fóton. Em seguida, esse átomo emite um fóton em uma direção aleatória k′ e com uma
frequência ω′ que deve ser corrigida por efeito Doppler devido à mudança de referencial
(passa do referencial atômico para o referencial do laboratório). No referencial atômico o
espalhamento do fóton é elástico (ver anexo D), ou seja, o fóton emitido possui a mesma
frequência do fóton absorvido. Nas asas do perfil espectral de absorção do vapor (Voigt),
há poucos átomos que possuem uma boa velocidade1 para absorver os fótons no centro da
sua absorção lorentziana, portanto, esta absorção será feita nas asas da absorção atômica
(lorentziana de largura natural) com uma velocidade fora de ressonância e esta frequência
é refletida quando ocorre o processo de emissão [4], como veremos nos resultados ao longo
deste caṕıtulo.
1O átomo absorve o fóton quando sua velocidade compensa a dessintonização imposta na radiação
incidente. ωL = ωat ± kv.
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Figura 4.1: Difusão dos fótons em um vapor atômico. O perfil espectral da radiação
incidente possui um perfil espectral de Lorentz com uma largura espectral ΓN = 5 MHz
e o perfil espectral da absorção é Voigt com parâmetro a determinado pela temperatura
do vapor.
Quando o fóton de frequência ω incide no vapor atômico, o comprimento do passo deste
fóton antes de ser absorvido segue uma distribuição de probabilidade de Beer-Lambert,
como descrito pela equação (3.24).
A velocidade do átomo que absorve um fóton é subdividida em duas componentes: a
velocidade paralela (V//) e a velocidade perpendicular (V⊥) à direção do fóton. Na direção
paralela ao fóton, a distribuição de probabilidade da velocidade do átomo para a absorção
do fóton é descrita pelo produto de perfis espectrais de Lorentz e Gauss, enquanto que,
na direção perpendicular, a distribuição de velocidade é independente da frequência do
fóton e é dada pela distribuição de velocidade de Maxwell-Boltzmann unidimensional.
Assim, com estas duas componentes de velocidade, podemos calcular a velocidade total
(V = V//+V⊥) e juntamente com a direção k
′, calcula-se, pelo efeito Doppler, a frequência
do fóton emitido no referencial do laboratório.
Para este cálculo usamos uma rotina numérica escrita em linguagem C e seguimos os
seguintes passos:
1. Estabelecemos um número de fótons suficientemente grande para se aplicar leis da
Estat́ıstica;
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2. Determinamos um valor para a densidade atômica;
3. Estabelecemos uma direção para a radiação incidente onde seu vetor de onda é dado
por k = 2π
λ
(
fxî+ fy ĵ + fzk̂
)
. Para a nossa simulação numérica usamos fx = 1,
fy = 0 e fz = 0. É importante ressaltar que os valores de fx, fy e fz devem ser
normalizados;
4. Atribuimos à radiação incidente uma frequência ν = ν0 + δ que está em torno da
transição F = 2→ F ′ = 2 da linha D2 do 85Rb, sendo ν0 a frequência dessa transição
atômica. A radiação incidente que usamos na simulação possui um perfil espectral
de Lorentz com ΓN = 5 MHz;
5. Devemos encontrar o tamanho do passo inicial do fóton antes de ser absorvido. As-
sim, pela lei de Beer P (r) = e−Φabs(ν)r é a probabilidade de um fóton com frequência
ν percorrer um comprimento r sem ser absorvido. Como P (r) é um número entre
0 e 1, então, na simulação definimos esta probabilidade como um número aleatório
(rnd) também compreendido entre 0 e 1 e, desta forma, calcula-se o comprimento
do passo do fóton antes de ser absorvido. Ou seja, r = − ln(rnd)
Φabs(ν−ν0)
. Caso o r seja
menor que as dimensões da célula o fóton sofre a primeira absorção e computamos
esta grandeza como INTE (se o fóton sofreu 1 difusão, INTE = 1). Entretanto
caso o r seja maior que as dimensões da célula o fóton é transmitido e avaliamos
esta grandeza como PTr (se o fóton é transmitido, PTr = 1);
6. Necessitamos calcular a velocidade do átomo que absorve um fóton. Para isto,
decompomos a velocidade em uma componente paralela (V//) e uma componente
perpendicular (V⊥). Para a componente paralela da velocidade, usamos o método de
rejeição. No entanto, neste caso a probabilidade P (V//) é dada pelo produto de um
perfil de Lorentz com um perfil de Gauss. A velocidade do átomo é sorteada com um
valor compreendido entre −10σv e 10σv, onde σv = (kBT/m)1/2. Este fator |10σv|
serve para abranger todo o perfil desta probabilidade P (V//), pois, concebe tanto a
região central quanto as “asas longas” devido ao perfil de Lorentz. Após este sorteio,
calculamos a probabilidade P (V//) de encontrar tal velocidade e comparamos com
um sorteio do rnd que é um número entre 0 e 1. Caso rnd < P (V//) a componente
paralela da velocidade é aceita, caso contrário, esta componente é rejeitada. Por
outro lado, para a componente perpendicular, empregamos o mesmo procedimento,
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porém, a distribuição de probabilidade desta componente perpendicular P (V⊥) é
dada por uma distribuição de velocidade de Maxwell-Boltzmann e a velocidade do
átomo sorteada também está em um valor entre −10σv e 10σv. Com isso temos a
velocidade total V = V// + V⊥.
7. Após o fóton ser absorvido, o átomo emite um fóton em uma direção aleatória
e isotrópica. Esta direção pode ser escrita em coordenadas esféricas como Fx =
sin(θ) sin(φ), Fy = sin(θ) sin(φ) e Fz = cos(θ) onde −1 < cos(θ) < 1 e 0 < φ < 2π.
Os ângulos podem ser escritos em função do rnd. Ou seja, cos(θ) = (2.rnd − 1) e
φ = rnd.2π. Ver figura (4.2)
Figura 4.2: Direção do fóton emitido F e do fóton incidente f.
8. Depois de sortearmos a direção do fóton emitido, devemos corrigir, por efeito Doppler,
esta frequência de emissão da seguinte maneira:
ν ′ = ν + κ′.V
com k′ = kF
9. Com o valor da frequência emitida devidamente corrigida pelo efeito Doppler, deve-
mos calcular novamente o tamanho do passo do fóton até ser absorvido e verificar se
ainda está no interior da célula ou se foi transmitido. Para isto, adotamos o mesmo
procedimento feito no item 5. Ou seja, r′ = − ln(rnd)
Φabs(ν′−ν0)
e com isso, a nova posição
do fóton é calculada da seguinte maneira:
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−→r2 = −→r + r′.
−→
F
Caso −→r2 seja menor que as dimensões da célula, o fóton é absorvido e repete o
procedimento a partir do item 6, caso contrário, o fóton é transmitido.
A figura (4.3) mostra as etapas do algoritmo em forma de diagramas em blocos.
Figura 4.3: Diagrama em blocos da simulação Monte Carlo para a difusão dos fótons
em um vapor atômico.
A trajetória de cada fóton é baseada em escolhas probabiĺısticas. Desta forma, faz-se
uma excitação no meio atômico e quando ocorre uma absorção, simula-se o processo de
reemissão e o processo repete-se. Cada vez que o fóton é emitido, fazemos uma correção
por efeito Doppler em sua frequência de emissão e inicia-se a trajetória de um novo
fóton. É importante ressaltar que um número suficientemente elevado de eventos deve ser
gerado pela simulação numérica com o objetivo de garantir resultados estatisticamente
significativos.
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4.2 Redistribuição em frequência da radiação resso-
nante em um vapor atômico de rub́ıdio
Na simulação, um fóton laser de frequência ωL incide na célula com vapor e sofre espal-
hamentos múltiplos. A cada espalhamento, sua frequência muda. Nesta seção analizare-
mos essa redistribuição em frequência em algumas configurações para a célula de confina-
mento: (i) vapor atômico em uma geometria infinita, (ii) vapor atômico em uma célula
com dimensões finitas, geometria ciĺındrica e deteção na direção inversa à incidente. Em
ambos os casos, consideramos átomos de dois ńıveis. Analisaremos e discutiremos os
resultados obtidos sobre a redistribuição em frequência, comparando-os com duas densi-
dades atômicas diferentes. Neste nosso primeiro modelo, estudamos um vapor de átomos
de rub́ıdio, excitados em torno de sua linha D2 (na transição F = 2 → F ′ = 2). Estu-
damos esta redistribuição para diversas dessintonizações da radiação incidente em torno
do centro de absorção atômica (centro da linha) deixando a densidade atômica fixa e, por
conseguinte, deixamos a dessintonização da radiação incidente fixa, alterando a densidade
atômica.
4.2.1 Redistribuição em frequência em um vapor atômico com
átomos de dois ńıveis em geometria infinita
Nesta seção iremos estudar os efeitos de redistribuição em frequência de um vapor
de rub́ıdio em um meio infinito. Contudo, uma ressalva importante é que o uso dessa
geometria infinita implica na ausência de resolução espacial dos resultados.
Para um vapor infinito, certamente, não faz sentido saber se o fóton está no interior do
vapor atômico ou se foi transmitido. Então, toda vez que ocorre uma absorção, calcula-se
a velocidade do átomo e sorteia-se a frequência de emissão e, em seguida, retorna-se ao
cálculo da trajetória do fóton. Para se fazer a estat́ıstica da frequência dos fótons emitidos,
corrigimos a frequência destes fótons considerando o efeito Doppler em cada difusão.
Os efeitos de redistribuição em frequência que são estudados levam em consideração
apenas a mudança da frequência devido à absorção no referencial atômico, fazendo-se
necessário corrigir por efeito Doppler quando esta frequência de emissão passa a ser anal-
isada no referencial do laboratório [44], devido à distribuição de velocidade dos átomos
no referencial do laboratório. Em outras palavras, considera-se primeiro a alteração da
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frequência de emissão relativa à absorção no referencial do átomo em repouso e em seguida
é essencial fazer a correção Doppler quando a radiação emitida transpõe o referencial
atômico e passa a ser analisada no referencial do laboratório. Inicialmente, estamos us-
ando o fato de o átomo possuir um ńıvel inferior estreito (ńıvel fundamental) e o su-
perior alargado naturalmente [33, 34, 45]. É importante ressaltar que nesses trabalhos
[33, 34, 45], já é mencionada a PFR em diferentes frequências de excitação.
A figura (4.4) mostra a frequência da radiação incidente em relação à frequência de
ressonância atômica. Esta figura nos auxilia em observar a dessintonização da frequência
de excitação, ou seja, se a frequência da radiação incidente está mais próxima do centro
da linha de absorção ou se está nas asas da distribuição.
Figura 4.4: Frequência da radiação incidente em um átomo de dois ńıveis em relação ao
centro de absorção atômica. ω = ν/2π é a frequência da radiação incidente e ω0 = ν0/2π
é a frequência de absorção.
A figura (4.5) mostra a redistribuição em frequência em cada difusão dada uma dess-
intonização da radiação incidente (δL). A figura (4.5 (a)) representa a redistribuição para
uma radiação incidente com δL = 0, a (4.5 (b)) δL = −300 MHz, a (4.5 (c)) δL = −600
MHz, a (4.5 (d)) δL = −800 MHz e a (4.5 (e)) δL = −1 GHz. Nas cores preto, vermelho,
verde, azul, laranja e rosa, representam 1 difusão, 2 difusões, 3 difusões, 4 difusões, 5
difusões, 10 difusões do fóton no vapor atômico, respectivamente e ρ(ν) representa a den-
sidade de probabilidade (não-normalizada) da radiação emitida com frequência ν ′ = ν0+δ.
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Figura 4.5: Evolução da distribuição em frequência em um meio infinito para uma
radiação incidente com perfil espectral lorentziano de largura ΓN = 5 MHz. O perfil de
absorção é Voigt e a densidade do vapor atômico é n = 4, 7.1012 cm−3. (a) δL = 0. (b)
δL = −300 MHz, (c) δL = −600 MHz, (d) δL = −800 MHz, (e) δL = −1 GHz. Em preto
1 difusão, em vermelho 2 difusões, em verde 3 difusões, em azul 4 difusões, em laranja
5 difusões, em rosa 10 difusões. A seta em roxo informa a frequência de excitação da
radiação incidente.
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Note que na primeira difusão o espectro de emissão tem a assinatura da frequência
incidente e podemos observar uma evolução de PFR para CFR com o aumento do número
de difusões do fóton. Isto se deve ao fato de que o fóton emitido vai perdendo a memória
da frequência da radiação incidente. Ao longo dessas difusões fica imposśıvel saber em
qual frequência o vapor atômico foi excitado, caracterizando assim a CFR. Para a primeira
difusão do fóton, fica claro que há uma PFR, pois existe uma memória em frequência do
fóton que foi emitido após a absorção com a frequência da radiação incidente. Ou seja,
nesta situção podemos identificar qual foi a frequência de excitação do vapor. Quando
δL  0 a passagem de redistribuição parcial em frequência para redistribuição completa
em frequência vai se tornando mais evidente. A partir da décima difusão para a dessin-
tonização δL = −1 GHz (figura (4.5) (e)), fica claro que a difusão dos fótons se encontra
no regime de redistribuição completa de frequência, enquanto que nas duas primeiras, os
fótons guardam certa memória da radiação incidente caracterizando uma redistribuição
parcial de frequência. A figura (4.5) mostra que para uma frequência da radiação incidente
próxima da frequência de ressônancia, os efeitos de coerência2 entre as frequências de ab-
sorção e emissão não se manifestam significativamente como se observa para frequências
de excitação mais afastadas da ressônancia (nas asas do perfil de absorção). À medida que
a frequência da radiação incidente vai se afastando da frequência de ressônancia do átomo
(centro da linha), os efeitos de redistribuição parcial vão se tornando mais importantes.
Na figura (4.6), observa-se a trajetória de um único fóton que sofre vários processos
de absorção e emissão em um vapor atômico, o qual foi excitado por uma radiação com
duas frequências diferentes: no centro da absorção (δL = 0) e na asa da distribuição
(δL = −1 GHz). Verifica-se que com a excitação no centro da linha, o fóton tem uma
probabilidade menor de executar saltos grandes do que no caso em que os átomos foram
excitados com δL = −1 GHz. Como já foi mencionado anteriormente, isto deve-se ao fato
de que no referencial atômico a frequência de emissão do fóton ocorre na mesma frequência
da de absorção. Um fóton próximo da ressonância tem uma probabilidade maior de ser
absorvido por um átomo com pequena velocidade, o que resulta em uma correção Doppler
também pequena na reemissão. O tamanho do passo perto da ressonância também é
pequeno, devido à grande probabilidade de absorção no vapor. Por outro lado, um fóton
com frequência longe da ressonância:
2O termo coerência nesse contexto está sendo empregado no sentido de que a radiação emitida e a
absorvida devem ter a mesma frequência.
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1. Tem maior probabilidade de ter um passo longo no vapor, devido à fraca probabili-
dade de ser absorvido;
2. Tem maior probabilidade de ser absorvido por um átomo com grande velocidade e
então de sofrer uma correção Doppler grande na reemissão. Entretanto, a compo-
nente de velocidade paralela à direção do fóton incidente deve ser grande para com-
pensar um deslocamento Doppler grande (asa da distribuição de Maxwell-Boltzmann
unidimensional), mas a componente de velocidade na direção de reemissão do fóton
será estatisticamente menor do que a paralela, a correção Doppler na reemissão
menor do que na absorção e a frequência do fóton reemitido mais próxima da
frequência central da transição.
Como, estatisticamente, parte da reemissão ocorre próximo da ressonância, onde a
redistribuição de frequência é menor (ver figura (4.5)), os espalhamentos subsequentes
tendem a aproximar o perfil de emissão do de absorção.
A figura (4.6) mostra então o fato de que mesmo fótons com uma grande dessin-
tonização, tendem a perder a memória da frequência de absorção após um certo número
de difusão no vapor atômico, passando de PFR para CFR e, desta maneira, o tamanho
de seus passos fica cada vez menor. Entretanto, mesmo para os átomos excitados com
uma radiação com uma frequência no centro da linha, onde a coerência entre a absorção e
a emissão é grande, a estat́ıstica de comprimento dos passos é não-normal, ou seja, raros
passos longos interrompem séries de passos curtos. Esses grandes passos (vôos de Lévy)
caracterizam essa estat́ıstica.
Contudo, para átomos excitados no centro da linha (δ = 0), os fótons percorrem uma
menor distância antes de serem reabsorvidos, enquanto que para excitação nas asas da
distribuição (δ  0), os fótons percorrem uma maior distância antes de serem reabsorvi-
dos. A trajetória descrita por esse fóton foi contitúıda por 100000 processos de absorção
e emissão.
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Figura 4.6: Trajetória de um único fóton em um vapor atômico. (a) e (c) trajetória
do fóton em duas dimensões para δL = 0 e δL = −1 GHz, respectivamente. (b) e (d)
trajetória em três dimensões deste mesmo fóton e nestas mesmas dessintonizações.
4.2.2 Redistribuição em frequência em um vapor atômico com
átomos de dois ńıveis em geometria ciĺındrica finita
Nesta seção, iremos considerar um vapor atômico em volume de geometria finita.
Consideramos uma geometria cilindrica com raio R = 2.10−2 m e com um comprimento
L = 5.10−2 m, correspondendo a dimensões t́ıpicas de uma célula ótica. Quando os
átomos são excitados por uma radiação incidente, estes irão absorver esta radiação e
emitir em todas as direções, no entanto, o nosso objetivo é apenas coletar a emissão dos
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fótons re-difusos no vapor atômico apenas em certa região do espaço. A figura (4.7 (a))
mostra a direção da radiação incidente ({kx, 0, 0}) no vapor atômico e a figura (4.7 (b))
mostra tanto os fótons emitidos aleatoriamente em todas as direções após a excitação dos
átomos pela radiação incidente como a região em que queremos coletar estes fótons. No
primeiro momento iremos apresentar os nossos resultados para uma densidade atômica de
n ' 2, 8.1010 cm−3 e em seguida analisar, comentar e comparar com uma maior densidade
atômica (n ' 4, 7.1012 cm−3) tais resultados.
(a)
(b)
Figura 4.7: (a) Direção de excitação laser no vapor atômico em uma geometria ciĺındrica.
(b) Fótons emitidos e coletados em certa região do espaço.
A escolha dessa geometria reside no fato de que em nossos laboratórios há células
com esse tipo de geometria. Vale ressaltar também que a região de coleção dos fótons
emitidos na rotina numérica é exatamente na origem da célula e que o raio da região de
coleção é exatamente igual ao raio do cilindro que contém o vapor atômico. Iremos ap-
resentar resultados sobre a redistribuição em frequência para duas diferentes densidades:
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(1) n ' 2, 8.1010 cm−3 e (2) n ' 4, 7.1012 cm−3. Essas duas densidades correspondem a
pressões de vapor para temperaturas de 309 K e 373 K, respectivamente (a pressão de
vapor do rub́ıdio a T = 300 K é de aproximadamente 1, 2.1010 cm−3).
1- Vapor atômico com uma densidade de n ' 2, 8.1010 cm−3.
A figura (4.8) mostra um histograma da distribuição de frequência para 1 difusão e
2 difusões e a contribuição da soma de todas as difusões para uma radiação incidente no
centro da linha de absorção. O número de fótons lançados no vapor atômico para esta
frequência de incidência foi de Nf = 10
8 fótons, sendo coletados 1216384 fótons. Nesta
figura, podemos perceber que a redistribuição é regida por fótons que sofrem apenas uma
absorção, pois, como a densidade atômica é baixa, a probabilidade do fóton emitido ser
reabsorvido antes que saia do volume da célula é pequena. Ou seja, calculando o livre
percurso médio com ajuda das equações (3.31)e (2.56) para δL = 0 e comparando com
duas densidades diferentes, temos que
 〈r〉 ≈ 30 mm, para n ' 2, 8.1010 cm−3〈r〉 ≈ 0, 03 mm, para n ' 4, 7.1012 cm−3 (4.1)
No caso da densidade menor (2, 8.1010 cm−3), o livre percurso médio dos fótons entre dois
eventos de difusão é da ordem de grandeza das dimensões da célula, de maneira que os
fótons serão espalhados em média uma única vez antes de sairem do volume da célula.
Portanto, podemos afirmar que nesta densidade e sob as condições de coleção dos
fótons emitidos descrita anteriormente, o regime de redistribuição em frequência é dado
pela PFR. Este comportamento pode ficar mais claro quando excitamos o vapor com
frequências com grande dessintonização em relação a frequência de ressonancia.
A figura (4.9) mostra o histograma da contribuição separadamente de cada difusão
dos fótons após uma radiação incidente também no centro da absorção atômica excitar
o vapor atômico. A contribuição de fótons que difundiram-se mais de duas vezes neste
regime de densidade (n ' 2, 8.1010 cm−3) é insignificante no número total de difusões dos
fótons.
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Figura 4.8: Histograma da contribuição para 1 (preto), 2 (vermelho) e todas as difusões
(amarelo escuro) em um vapor atômico. A radiação incidente possui uma frequência no
centro da absorção atômica (δL = 0). Contribuições maiores que 2 difusões são irrele-
vantes. A seta em roxo indica a frequência de excitação da radiação incidente.
A figura (4.10) mostra a distribuição de frequência para uma frequência de incidência
δL = −800 MHz e para fazer a estat́ıstica foi lançado um número de fótons Nf = 1010,
sendo coletados 1641603 fótons. As contribuições maiores que 2 difusões são irrelevantes,
pois, são em pequenas quantidades quando comparadas com as duas primeiras difusões e,
sendo assim, o comportamento da redistribuição em frequência dos fótons retroespalhados
pelo vapor atômico é regido por fótons que sofreram até duas difusões, igual ao observado
para uma radiação incidente com uma frequência no centro da absorção atômica.
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Figura 4.9: Contribuição de cada difusão dos fótons retroespalhados no vapor atômico
com n ' 2, 8.1010 cm−3 após o vapor ser excitado por uma radiação incidente com
frequência no centro da absorção atômica. (a) 1 difusão, (b), (c), (d), (e) são respec-
tivamente, 2, 3, 4 e 5 difusões. (f) soma das difusões. Notem a variação na escala vertical.
A seta em roxo indica a frequência de excitação da radiação incidente.













−2 −1 0 1 2




δL = -800 MHz
Figura 4.10: Histograma da contribuição para 1, 2 e todas as difusões dos fótons retroes-
palhados em um vapor atômico com n ' 2, 8.1010 cm−3 representado com as cores preto,
vermelho e amarelo escuro, respectivamente. A radiação incidente possui uma frequência
dessintonizada em relação ao centro de absorção atômica de δL = −800 MHz. Con-
tribuições maiores que 2 difusões são irrelevantes. A seta em roxo indica a frequência de
excitação da radiação incidente no vapor atômico.
Podemos observar a contribuição de cada ordem de difusão dos fótons no vapor atômico
para essa radiação incidente com dessintonização δL = −800 MHz, conforme a figura
(4.11). Em um vapor em uma geometria infinita (ver figura (4.5)), percebemos que para
esta dessintonização da radiação incidente, há um platô com certa inclinação para fótons
que sofreram apenas uma difusão, onde a parte mais elevada desta inclinação é a memória
da radiação incidente e, neste caso que estamos analisando, não existe tal platô. A falta
deste platô inclinado nessa nova configuração, deve-se ao fato de que agora os efeitos
espaciais de observação tornam-se relevantes. Particularmente, na figura (4.5), todas
as direções de espalhamento estão sendo consideradas. Na direção do feixe incidente, a
difusão é elástica no referencial do laboratório, enquanto que no plano perpendicular à
direção do feixe incidente ocorre a redistribuição de frequência por efeito Doppler. Na
geometria estudada na figura (4.11), somente são detectados os fótons retrorefletidos
no ângulo sólido da janela da célula. Outro fato importante a ser mencionado é que
rapidamente a frequência de emissão vai se tornando completamente redistribuida de
modo que, na segunda difusão já se observa a passagem de PFR para CFR e isto pode ser
observado mais claramente para δL = −800 MHz. Observa-se também com a figura (4.11)
para frequências de incidência mais afastadas do centro da linha, um grande número de
difusões no vapor atômico vão se tornando insignificantes, como por exemplo, 5 difusões do
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fóton nessa dessintonização é quase que insignificante. Sendo assim, para esta densidade,
a fluorescência dectada por fótons retrodifusos é formada maioritariamente por fótons que
sofreram uma única difusão. Podemos afirmar que a redistribuição em frequência pode
ser caracterizada como PFR como mostra a figura (4.11). Os gráficos das figuras (4.8),
(4.9), (4.10) e (4.11) estão normalizados pelo número total de fótons que foi contabilizado
em sua coleção.
Por outro lado, podemos aplicar uma normalização de tal forma que todos tenham
uma amplitude igual a 1 e, isto tem como objetivo verificar a passagem de redistribuição
parcial para redistribuição completa do mesmo modo que fizemos para um vapor contido
em uma geometria infinita. Como na geometria infinita a ocorrência dos eventos de
absorção e emissão para todas as difusões são iguais, então não foi necessário fazer tal
normalização.
A figura (4.12) nos fornece espectros normalizados de maneira que cada difusão tem
seu valor máximo igual a 1. Esses espectros nos informam sobre a quantidade de difusões
que o fóton precisa ser absorvido e posteriormente emitido para haver a passagem de PFR
para CFR, embora, este efeito já tem sido observado na figura (4.11). Notamos que em
uma difusão o espectro é um pouco estreito em comparação com as outras difusões, carac-
terizando uma evolução de uma redistribuição parcial para uma redistribuição completa.
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Figura 4.11: Contribuição de cada difusão dos fótons retrodifusos no vapor atômico
com n ' 2, 8.1010 cm−3 após ser excitado por uma radiação com δL = −800 MHz. (a) 1
difusão, (b), (c), (d), (e) são respectivamente, 2, 3, 4 e 5 difusões. (f) soma das difusões.
A seta em roxo assinala a frequência de excitação da radiação incidente. Notem a variação
na escala vertical ao longo de cada difusão.













−1 −0,5 0 0,5 1




















−2 −1 0 1 2






δL = -800 MHz
(b)
Figura 4.12: Espectro normalizado de cada difusão retroespalhada no vapor atômico.
(a) δL = 0 e (b) δL = −800 MHz. 1 difusão (preta), 2 difusões (vermelha), 3 difusões
(verde), 4 difusões (azul) e 5 difusões (laranja). A seta em roxo assinala a frequência
de excitação da radiação incidente no vapor atômico. A densidade atômica utilizada foi
n ' 2, 8.1010 cm−3. Em ambas figuras, a seta em roxo informa a frequência de excitação.
2- Vapor atômico com uma densidade n ' 4, 7.1012 cm−3.
(a) Evolução da distribuição espectral dos fótons retroespalhados.
Neste momento, iremos para um regime de redistribuição em frequência para um
densidade maior, isto é, n ' 4, 7.1012 cm−3. Esta densidade atômica foi a com qual
trabalhamos em nossos laboratórios. Como vimos na equação (4.2) o fóton percorre uma
distância muito pequena no interior da célula para uma radiação incidente com frequência
de excitação no centro da absorção atômica em um vapor atômico com esta densidade
e isto caracteriza que é mais provável que fótons com δ = 0 sejam absorvidos antes que
saiam do volume da célula. Para esta densidade atômica de n ' 4, 7.1012 cm−3 foi feito
também um histograma da frequência da luz emitida retroespalhada pelo vapor atômico
para algumas difusões (1, 2 e 3 difusões) e o número total de difusões conforme a figura
(4.13), onde a radiação incidente possui uma frequência no centro da ressonância atômica.
Percebe-se nesta figura (4.13) que há uma pequena parcela na contribuição de 3 difusões
quando compara-se a uma única difusão do fóton no vapor atômico. Além disso, na
fluorescência retroespalhada, a contribuição relativa dos fótons tendo sofrido apenas uma
difusão no vapor atômico é muito menor do que no caso de n ' 2, 8.1010 cm−3, pois, como
a densidade atômica é grande, então, a probabilidade dos fótons sofrerem processos de
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absorção e emissão várias vezes é grande. Por outro lado, no caso da baixa densidade,
como no item anterior, a soma das contribuições de todas as ordens de difusão é bem
próxima à contribuição de apenas uma difusão porque, neste caso de baixa densidade, a
probabilidade de os fótons sofrerem várias difusões é bem menor quando compara-se às
altas densidades. Como podemos perceber na figura (4.13), o espectro obtido de todas
as difusões dos fótons retroespalhados é bem largo comparado com as difusões de cada
fóton retrodifuso apresentando um pico em δ = 0 e isto deve-se ao fato de que para
uma difusão apresenta-se um pico nesta frequência guardando uma memória da radiação
incidente, enquanto que as demais ordens de difusão dos fótons retroespalhados começam a
se redistribuir completamente e assim, o espectro total destes fótons apresenta tal largura
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Figura 4.13: Histograma da frequência emitida retroespalhada pelo vapor atômico com
n ' 4, 7.1012 cm−3 após a excitação por uma radiação incidente com uma frequência no
centro da absorção atômica indicada na seta roxa. Contribuição de 1 (preto), 2 (vermelho),
3 (verde) e o total de difusões (amarelo escuro).
A figura (4.14) mostra a contribuição individual de cada difusão na redistribuição em
frequência dos fótons emitidos retrorefletidos pelo vapor atômico (1, 2, 3, 4 e 5 difusões)
assim como a soma de todas as difusões de fótons no vapor atômico para uma radiação
incidente com uma frequência na ressonância atômica. Nesta simulação foram estudados
no vapor atômico um número de fótons de Nf = 10
7, sendo coletado 1256315 fótons.
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Figura 4.14: Contribuição de cada difusão retroespalhada no vapor atômico com uma
densidade n ' 4, 7.1012 cm−3 excitado por uma radiação no centro da linha como indica
a seta em roxo. (a) 1 difusão, (b), (c), (d), (e) são respectivamente, 2, 3, 4 e 5 difusões.
(f) soma das difusões.
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O gráfico da figura (4.15) mostra a contribuição para dez difusões dos fótons retrore-
fletidos no vapor atômico. Este gráfico mostra que diferentemente de um regime de baixas
densidades atômicas, existem fótons que sofrem mais de cinco difusões, por exemplo. Este
fato ocorre porque existem mais átomos preenchendo o volume da célula e, desta maneira,
exsite uma maior probabilidade de fótons serem absorvidos e emitidos cada vez mais se
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Figura 4.15: Contribuição de fótons que sofreram 10 difusões retroespalhadas no vapor
atômico com n ' 4, 7.1012 cm−3 para uma radiação incidente com frequência no centro
da absorção atômica mostrado na seta em roxo.
Na densidade de n ' 2, 8.1010 cm−3 não foi posto um gráfico com estas 10 difusões,
pois nenhum fóton foi coletado com este alto número de difusões.
Podemos normalizar os espectros das figuras (4.14) e (4.15) de maneira que seu máximo
seja igual a 1 e observar a evolução da distribuição de frequência. A figura (4.16) mostra
que na primeira difusão ainda existe uma memória da radiação incidente devido à sua
largura espectral estreita, enquanto que, a partir da segunda difusão já começa a ter
uma redistribuição completa. Como foi dito anteriormente, esse efeito vai ficando mais
expĺıcito quando excitamos o vapor atômico com uma frequência mais afastada de sua
frequência de ressonância.
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Figura 4.16: Evolução da distribuição em frequência dos fótons retrodifusos em função
do número de difusão atômica. A radiação incidente possui uma dessintonização δL = 0
como indica a seta em roxo. 1 difusão (preto), 2 difusões (vermelho), 3 difusões (verde),
4 difusões (azul), 5 difusões (laranja) e 10 difusões (rosa).
Comparando os espectros das duas densidades citadas neste caṕıtulo normalizados a
1 para algumas difusões e para o número total de difusões para uma radiação incidente
com frequência no centro da linha, observamos que há um alargamento, como mostra a
figura (4.17). Este alargamento deve-se ao fato de que em alta densidade, a probabilidade
de que o fóton saia do volume da célula com uma frequência próximo do centro da linha
é menor que em baixa densidade, então, os fótons que escapam da célula para uma alta
densidade são aqueles que possuem uma frequência nas asas da distribuição.
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Figura 4.17: Comparação entre os espectros normalizados à 1 em cada retrodifusão para
2 densidades diferentes , em preto n ' 2, 8.1010 cm−3 e em vermelho n ' 4, 7.1012 cm−3
com uma frequência de excitação no centro da absorção atômica como indicado com a
seta roxa em cada uma das figuras. (a), (b), (c) e (d) são para 1, 2, 3 e todas as difusões,
respectivamente.
A figura (4.18) mostra a redistribuição em frequências para uma radiação incidindo
em um vapor atômico de rub́ıdio com uma dessintonização δL = −800 MHz. Para esta
simulação, foram enviados no vapor atômico um número de fótons Nf = 10
7 e foram
coletados 606880 fótons. Nesta figura (4.18), observamos que na primeira difusão existe
uma memória da radiação onde possui um pico de grande amplitude em δ = 800 MHz.
O vapor atômico é excitado por uma radiação incidente com δL = −800 MHz e este pico
aparece em uma frequência oposta porque estamos observando os fótons retroespalhados
e o efeito Doppler faz com que o sinal da frequência do fóton retrodectado inverta o sinal.
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Este efeito não se limita apenas à alta densidade, mas para qualquer densidade atômica.
Ao longo das difusões, a frequência dos fótons tendem a se distribuir em torno do
centro de absorção atômica (começa a passar de PFR para CFR), porém, para uma alta
densidade, o fóton com uma frequência próxima da frequência de ressonância atômica pos-
sui uma menor probabilidade de sair do interior da célula, logo, a estrutura da distribuição
de frequência destes fótons retrodifusos é com um buraco em torno desta frequência de
absorção atômica.
Observando a figura (4.11 (f)) e (4.18 (f)), percebemos que aparece um pico de grande
amplitude em δ = 800 MHz que é causado pela contribuição das primeiras difusões dos
fótons retrorrefletidos. O buraco que aparece nesta última figura surge porque a proba-
bilidade dos fótons sairem do volume da célula com uma frequência no centro da absorção
atômica é muito pequena devido ao seu livre percurso médio (ver equação (4.2)). O pico
de menor amplitude que está presente nesta figura (4.18 (f)), ocorre em virtude da es-
trutura espectral que aparece em consequência dos fótons que sofreram poucas difusões e
como estas difusões de ordens mais baixas possuem um número significante em relação a
outras difusões, então, aparece esta estrutura de segundo pico no número total dos fótons
retrorrefletidos.
Por outro lado, para uma radiação incidente com uma frequência de excitação no
centro da absorção atômica, este buraco em δ = 0 não aparece, pois, em δL = 0 o fóton
percorre um pequeno comprimento em relação ao comprimento da célula que é L = 5
cm. Neste caso, a maioria dos fótons sofrem difusões perto da janela da célula, porém, há
fot́ons que sofrem mais difusões em um vapor atômico com n ' 4, 7.1012 cm−3 e assim,
estes fótons percorrem mais o interior da célula e então, como podemos perceber na figura
(4.15) (fótons retrodectados que sofreram dez difusões) não apresenta mais uma forma
arredondada em δ = 0 e é porque nesta frequência, como já foi comentado neste caṕıtulo,
os fótons têm uma menor probabilidade de sairem do volume da célula.
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Figura 4.18: Redistribuição em frequência para uma radiação incidente com dessin-
tonização de δL = −800 MHz indicado na seta em roxo em um vapor atômico com
densidade de n ' 4, 7.1012 cm−3. (a), (b), (c), (d), (e) e (f) são para 1, 2, 3, 4, 5 e todas
as difusões dos fótons retroespalhados, respectivamente.
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Podemos normalizar os gráficos de tal forma que seus valores máximos sejam iguais
a 1, para uma radiação incidente com uma dessintonização δL = −800MHz e assim,
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Figura 4.19: Comparação entre densidades diferentes com espectros normalizados a 1.
Em preto n ' 2, 8.1010 cm−3 e em vermelho n ' 4, 7.1012 cm−3. A radiação incidente
possui uma dessintonização δL = −800 MHz marcada com a seta em roxo.
Como mostram os gráficos da figura (4.19), no regime de baixa densidade atômica, o
espectro de fluorescência é quase completamente redistribúıdo em apenas duas difusões.
Em um regime de alta densidade tem um buraco em δ = 0. A explicação para este fato é
que em alta densidade atômica, para que os fótons saiam do volume da célula é necessário
que esses possuam uma frequência um pouco afastada da frequência de absorção, pois,
há uma grande probabilidade destes fótons serem absorvidos nesta frequência próxima da
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ressonância atômica, enquanto que, para uma menor densidade, o valor médio do percurso
do fóton antes de ser absorvido é da mesma ordem de grandeza da dimensão da célula.
Na figura (4.19 (a)) observamos que em ambas as densidades aparece um pico e uma
pequena estrutura em relação à amplitude do pico em torno de δ = −800 GHz. Para a
densidade n ' 2, 8.1010 cm−3 a estrutura espectral dessa fluorescência retroespalhada é
mais larga quando comparada à densidade n ' 4, 7.1012 cm−3. Explicaremos o porquê
desta estrutura no fim deste caṕıtulo quando apresentarmos a distribuição de probabili-
dade da componente paralela da velocidade dos átomos espalhadores em relação à direção
do fóton.
(b) Evolução da distribuição de comprimento do passos dos fótons retroes-
palhados.
A distribuição do comprimento do passo dos fótons entre duas difusões sucessivas é
estreitamente ligada à distribuição espectral incidente e à forma de linha de absorção
atômica (ver a equação (3.26)), ou seja, depende fortemente do processo de redistribuição
de frequência no vapor atômico.
Como vimos no item anterior, simulações Monte Carlo permitem observar a evolução
do perfil espectral dos fótons depois de cada evento de espalhamento. Todos os fótons
incidem na célula com uma frequência dentro do perfil espectral do laser e estudamos
a evolução desse perfil, durante a propagação no vapor, devido à redistribuição das
frequências pelo efeito Doppler. Quanto mais próximo é a frequência da frequência central
da absorção, maior é a probabilidade do fóton ser absorvido e menor é o comprimento do
seu passo.
A figura (4.20) mostra o comportamento da distribuição de probabilidade dos passos
dos fótons para algumas ordens de difusão (1 a 4 difusões) no interior da célula que
contém o vapor atômico para uma radiação incidente com uma frequência que possui
uma dessintonização δL = −800 MHz, comparando com diferentes densidades atômicas,
n ' 2, 8.1010 cm−3 e n ' 4, 7.1012 cm−3. Podemos perceber que na primeira difusão
quando ainda há memória da frequência anterior, como se observa na figura (4.19 (a)),
os fótons percorrem uma distância maior quando comparado com os fótons que sofreram
mais de uma difusão e vai diminuindo à medida que estes vão sofrendo mais difusões,
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devido à passagem de PFR para CFR, como se observa na figura (4.20). Na segunda
e terceira difusão dos fótons, tanto para baixa densidade quanto para alta densidade
atômica, a diferença entre o tamanho do passo nessas duas densidades já se torna menor
(ver figura (4.20 (b) e (c))), pois, para baixa densidade, a partir da segunda difusão,
os fótons retrorrefletidos estão quase completamente redistribuidos (ver figura (4.19 (b)
e (c))) e, desta forma, existe uma maior probabilidade desses fótons serem absorvidos,
enquanto que, para alta densidade, para este número de difusões, os fótons retroespalhados
ainda não estão completamente redistribuidos, fazendo com que a probabilidade deles
serem absorvidos diminuir, mas não o bastante para ultrapassar o tamanho do passo
em um regime de baixa densidade atômica. Por outro lado, quando ocorre a quarta
difusão, há uma queda elevada no tamanho do passo do fóton quando compara-se alta
e baixa densidade, como podemos observar na figura (4.20 (d)), porque no regime de
alta densidade, com este número de difusões, a frequência dos fótons retrodifusos está
convergindo à frequência de absorção atômica, como mostra a figura (4.19 (d)). Caso
nestes dois regimes (alta e baixa densidade atômica), os fótons estejam redistribuidos
quase completamente a probabilidade deste fóton ser absorvido em um regime de alta
densidade é muito maior quando comparado com a probabilidade deste fóton ser absorvido
em um regime de baixa densidade.
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Figura 4.20: Comparação entre as distribuições de probabilidade dos passos dos fótons
retrodectados em vapor atômico para duas densidades atômicas diferentes. Em vermelho
n ' 4, 7.1012 cm−3 e em preto n ' 2, 8.1010 cm−3. A dessintonização da radiação incidente
é δL = −800 MHz.
A figura (4.21) mostra a distribuição de probabilidade dos passos dos fótons retrodec-
tados no meio atômico para uma radiação incidente com frequência no centro da absorção.
Observando os resultados colocados nesta figura, notamos que a distribuição dos passos
dos fótons segue igual mesmo aumentando o número de difusões dos fótons no vapor
atômico e, isto deve-se ao fato de que há uma intensa correlação entre as frequências de
absorção e emissão e portanto, os fótons emitidos possuem um grande probabilidade de
serem emitidos nesta frequência de incidência, tanto em um vapor atômico em regime
de alta densidade quanto em um regime de baixa densidade. Observamos também que,
mesmo a emissão dos fótons ocorrendo na frequência de absorção atômica devido a ra-
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diação incidente, existe uma diferença no comportamento da distribuição de probabilidade
dos passos do fóton em relação aos dois regimes de densidade já citados, pois, para alta
densidade a probabilidade destes fótons emitidos com estas frequências é muito maior
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Figura 4.21: Comparação entre as distribuições de probabilidade dos passos do fóton
em vapor atômico para duas densidades atômicas diferentes. Em vermelho n ' 4, 7.1012
cm−3 e em preto n ' 2, 8.1010 cm−3. A radiação incidente possui um frequência no centro
da absorção atômica.
(c) Distribuição da componente paralela de velocidade dos átomos espalha-
dos.
A figura (4.22) mostra a distribuição de probabilidade da velocidade paralela dos
átomos espalhadores em relação à direção do fóton antes do espalhamento. Esta é a
velocidade crucial para que o átomo absorva o fóton. Pode ser feito um cálculo para
Simulação Monte Carlo para difusão de fótons em um vapor atômico de Rub́ıdio69
encontrar a velocidade V// que compensa a dessintonização δL da radiação incidente.
Este cálculo pode ser feito com a ajuda da equação (2.60). Portanto:

ν − ν0 = −300 MHz → V// ≈ 234 m/s
ν − ν0 = −800 MHz → V// ≈ 624 m/s
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Figura 4.22: Distribuição de probabilidade da velocidade paralela do átomo espalh-
dor (V//) em relação ao fóton incidente para três dessintonizações diferente da radiação
incidente. (a) δL = −300 MHz, (b) δL = −800 MHz e (c) δL = −1, 5 GHz.
Como podemos perceber na figura (4.22), para a radiação incidente próximo ao centro
de absorção, como por exemplo δL = −300 MHz, há uma grande probabilidade dos átomos
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absorverem os fótons provenientes desta radiação com uma velocidade V// que compense
a dessintonização δL da radiação incidente, ou seja, para uma radiação incidente com uma
frequência bem afastada do centro de absorção, não existem átomos com uma velocidade
que compense tal dessintonização para absorver os fótons desta radiação, então, como já
foi discutido no ińıcio deste caṕıtulo, os átomos absorvem estes fótons com uma velocidade
que não corrige esta dessintonização imposta na radiação incidente e esta absorção ocorre
nas asas do perfil de absorção (o perfil de absorção neste caso possui uma forma espectral
de Lorentz).
Para uma dessintonização da radiação incidente δL = −800 MHz, observamos que
ainda há átomos com uma velocidade que compense esta dessintonização (pico estreito
centrado em V// ≈ 624 m/s), porém, para uma dessintonização δL = −1, 5 GHz, o número
de átomos com velocidade V// ≈ 1170 m/s é despreźıvel (ver figura (4.22)). Entretanto,
átomos com velocidade V// que não compensa esta dessintonização δL = −1, 5 GHz es-
palham os fótons da radiação incidente e, portanto, a distribuição espectral desses fótons
espalhados reflete a distribuição espectral dos fótons incidentes como foi observado nos re-
sultados colocados ao longo deste caṕıtulo (ver por exemplo figura (4.5 (e)), curva preta).
Estes fótons espalhados possuem uma memória da frequência da radiação incidente, car-
acterizando uma redistribuição parcial em frequências (PFR).
Exposto os gráficos da componente paralela da velocidade dos átomos espalhadores
em relação à direção do fóton (ver figura (4.22)), podemos explicar melhor a figura (4.19).
Analisando a figura (4.22 (b)) tomamos nota que existe uma grande parcela de átomos que
compensam a dessintonização δL imposta no laser (o pico em torno de V// = −600 m/s
na figura (4.22 (b)) mostra esta informação) e, com isso, estes átomos absorvem os fótons
com uma frequência na ressonância no referencial atômico. Por outro lado, ainda há certo
número de átomos que não compensam tal dessintonização (componente larga centrada
em V// = 0 na figura (4.22 (b)) e assim, estes absorvem fótons com uma frequência fora
da ressonância, nas asas do perfil espectral de absorção, no referencial atômico. Isto pode
ser observado na figura (4.19 (a)), ou seja, o pico de maior amplitude refere-se aos átomos
que absorvem os fótons com frequência na ressonancia no referencial atômico, enquanto
que a pequena elevação, diz respeito ao pequeno número de fótons que foram absorvidos
fora de ressonância no referencial atômico.
Um outro fato a ser observado é que para n ' 2, 8.1010 cm−3 a fluorescência retrodec-
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tada possui uma largura maior quando comparada à n ' 4, 7.1012 cm−3. Este evento
ocorre porque os fótons emitidos com uma frequência no centro da absorção atômica por
um vapor atômico em um regime de baixa densidade possuem uma maior probabilidade de
escapar do volume da célula comparados a vapores atômicos em regime de alta densidade.
Ou seja, o livre percurso médio dos fótons é maior em um vapor atômico com n ' 2, 8.1010
cm−3 comparado àqueles fótons difusos em um vapor atômico com n ' 4, 7.1012 cm−3,
conforme a equação (4.2).
Podemos obter a probabilidade de encontrar átomos com as velocidades dada na
equação (4.2) através da distribuição de velocidade da componente paralela dos átomos
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Figura 4.23: Distribuição de velocidade de Maxwell-Boltzmann no vapor atômico. (a)
Mostra linhas verticais que indicam a correção de velocidade para compensar a dess-
intonização fixada na radiação incidente. As linhas azul, vermelha e laranja exibem,
respectivamente, a correção Doppler para δL = −300 MHz, δL = −800 MHz e δL = −1, 5
GHz. (b) Mostra a ampliação da região tracejada.
A figura (4.23) mosta esta distribuição. Os traços verticais em azul, vermelho e laranja
mostram, nessa ordem, as velocidades que compensam a dessintonização imposta na ra-
diação incidente. A figura (4.23 (b)) é apenas uma ampliação da região indicada em
roxo onde se indentificam as velocidades que compensam as dessintonizações −300 MHz,
−800 MHz e −1, 5 GHz. Percebe-se nesta figura que ainda há uma probabilidade muito
pequena, mas não nula, de ter átomos que compensem δL = −1, 5 GHz e isto faz com que
a absorção dos fótons seja feita, maioritariamente, nas asas da absorção. Por outro lado,
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para δL = −300 MHz, existe um grande número de átomos que possuem uma velocidade
que corrige esta dessintonização. Contudo, podemos afirmar que quanto mais próximas
da frequência de ressonancia atômica as dessintonizações impostas na radiação incidente,
maior a probabilidade dos átomos absorverem esta radiação próximo da ressonância no
referencial atômico enquanto que para dessintonizações mais afastadas da frequência de
ressonância atômica, os átomos absorvem esta radiação na asas do perfil de absorção neste
mesmo referencial.
Como podemos observar na figura (4.22), notamos que para uma dessintonização de
δL = −1, 5 GHz imposta na radiação incidente não existem átomos que compensem tal
dessintonização e assim a absorção é feita fora de ressonância no referencial atômico,
porém, há um limite em δL em que os átomos compensem tal dessintonização. A figura
(4.24) mostra este limite que é a interseção entre a distribuição de velocidade dos átomos
e o coeficiente de absorção homogêneo dos átomos. Contudo, com a figura (4.24) fica
claro que para δL = −1, 5 GHz não existem átomos que absorvem a radiação incidente na
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Figura 4.24: Região onde a velocidade dos átomos compensa a dessintonização δL es-
tabelecida na radiação incidente. Em preto é mostrada a distribuição de velocidade dos
átomos e em vermelho o coeficiente de absorção homogêneo do átomo. O limite desta
região é em |δ| & 1 GHz e a partir dela os átomos absorvem a radiação fora de res-
sonância em seu referencial.
CAPÍTULO 5
INTEGRAÇÃO NUMÉRICA PARA
DISTRIBUIÇÃO DOS PASSOS DO
FÓTON EM UM VAPOR ATÔMICO
Neste caṕıtulo estudaremos a distribuição de probabilidade dos passos do fóton resso-
nante em um vapor atômico. Para isto faremos o uso da equação (3.26) que calcula a
distribuição de passos dos fótons em um vapor atômico levando em consideração que a
radiação incidente no meio atômico possui uma certa largura espectral e, desta maneira,
com a equação (3.18), da distribuição de probabilidade, como lei de potência para o
regime assintótico, encontramos qual é o expoente para essa distribuição. Primeiro con-
sideraramos formas espectrais já mencionadas neste trabalho (perfil de Gauss, Lorentz e
Voigt) como espectros de absorção e da radiação incidente. Em seguida, modificaremos
o espectro da radiação incidente para um espectro “natural1” e por fim, a modificação
será feita também no espectro de absorção do vapor deixando a radiação incidente com
espectro natural.
A motivação desse estudo é avaliar o grau de controle que podemos ter sobre a es-
tat́ıstica do comprimento de passos dos fótons, manipulando as distribuições envolvidas
na determinação dessa estat́ıstica.
5.1 Distribuição de probabilidade de passos de fótons
A distribuição dos passos de fótons, cuja radiação incidente tem espectro igual ao da
absorção já foram estudados anteriormente [1]. A figura (5.1) resume esses resultados.
1Espectro natural neste contexto, refere-se as formas espectrais de Gauss, Lorentz e Voigt
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Figura 5.1: Distribuição de probabilidade dos passos de fóton em um vapor atômico de
rub́ıdio em preto e o coeficiente µ da lei de potência em vermelho. Os espectros da radiação
incidente e da absorção são iguais. (a) Gauss-Gauss (b) Lorentz-Lorentz (c) Voigt-Voigt.
O parâmetro de Voigt usado foi a = 10−2 que corresponde ao parâmetro t́ıpico para um
vapor de rub́ıdio em torno da temperatura ambiente. Note que o coeficiente µ tende a
um valor constante ' 2 para perfis Doppler, enquanto que para os perfis Lorentz e Voigt,
o valor assintótico de µ é 1, 5
O eixo das ordenadas em vermelho é o coeficiente µ da lei de potência dado na equação
(3.18) e foi obtido da seguinte forma:
log(P (x)) ∼ log(x−µ) (5.1)
log(P (x)) ∼ −µ log(x) (5.2)
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Fazendo Y = log(P (x)) e X = log(x), temos que:
Y ∼ −µX (5.3)
Derivando a equação (5.3) e voltando o Y e o X para funções logaŕıtmicas, obtemos
a seguinte equação:
− d log(P (x))
d log x
∼ µ (5.4)
A unidade no eixo das abcissas é dada em metros quando efetua-se a operação logaŕıtimica.
Para isso, fizemos o uso da seguinte equação [43]:
nσ0x = r (5.5)
onde n é a densidade atômica, σ0 é a seção de choque, x é o comprimento em metros
dos passos do fóton e r é uma quantidade adimensional, permitindo obter curvas P (r)
universais. Para determinar os comprimentos correspondentes para um dado sistema
(césio ou rub́ıdio, certa densidade de vapor atômico), basta dividir r pela densidade e
pela seção de choque da transição considerada. Para todos os resultados referentes a este
caṕıtulo usamos uma densidade atômica de n ' 1, 25.1010 cm−3. O valor da seção de







onde λ é o comprimento de onda referente à transição atômica (no nosso caso estamos
usando a linha D2 do rub́ıdio, ou seja, λ = 780, 241 nm) e g1,2 são as degenerescências dos
estados, neste caso o estado fundamental e o excitado. Essas degenerescências são dadas
por [46]:
g = 2J + 1 (5.7)
onde J é o spin total do átomo. Considerando a transição 52S1/2 → 53S3/2, então, g2 = 4
e g1 = 2. Com esses dados, a seção de choque, calculada através da equação (5.6) obtém-
se o valor de σ0 ' 2.10−13 m−2. Com o cálculo da seção de choque e dada a densidade
atômica, obtemos um fator de escala de maneira que transforma o r em unidades do SI.
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Esse fator multiplicativo encontrado é 0, 4.10−13 m. Então, x na equação (5.5) fica da
seguinte forma:
x ' 0, 4.10−13.r (5.8)
Como veremos no próximo caṕıtulo, usamos esse fator, pois, a célula que estávamos
estudando experimentalmente contém vapor de rub́ıdio com densidade pré-estabelecida.
Apresentaremos abaixo resultados para a distribuição dos passos de fótons e do coefi-
ciente µ da lei de potência com diferentes espectros de radiação incidente e de absorção,
desde que esses espectros ainda sejam as formas naturais (Lorentz, Gauss e Voigt), ou
seja, faremos com que a radiação incidente seja um tipo de espectro “natural” e o coefi-
ciente de absorção tenha um espectro “natural” diferente da radiação incidente.
1- Lorentz como forma espectral da radiação incidente
Em geral, iluminamos um vapor atômico com um feixe laser “monocromático”. Se
considerarmos uma frequência de excitação única (Φ(νL) = δ(ν−νL)), então a distribuição
dos passos é dada por (ver a equação (3.25)) PνL(r) = Φabs(νL)e
−Φabs(νL)r, ou seja, a
distribuição de passos decai exponencialmente. Se levarmos em conta o perfil espectral
Lorentziano do laser, a distribuição de passos é dada pela equção (3.26), com Φinc(ν)
dado por (2.56). Estudamos essa distribuição de passo para um vapor com espectro de
absorção Doppler ou Voigt.
A figura (5.2) mostra a distribuição de probabilidade em escala logaritimica da dis-
tribuição de passos do fóton em um vapor atômico de rub́ıdio e o respectivo expoente µ
da lei de potência.
Podemos perceber também na figura (5.2) que até uma posição -2 no eixo das abcissas,
a distribuição de probabilidade é exatamente igual para os dois casos (a) e (b) da figura e
vai se modificando em um regime assintótico. Esse fato é devido ao perfil de Voigt que, na
parte central possui uma forma do perfil Doppler enquanto que suas asas possuem uma
forma do perfil de Lorentz. Notamos que no regime assintótico o expoente µ é igual para o
espectro de absorção Lorentz e para o espectro de absorção Voigt. Esse fenômeno deve-se
ao fato de esses dois perfis (Lorentz e Voigt) possuirem a mesma dependência assintótica.
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Figura 5.2: Distribuição de probabilidade de comprimento dos passos do fóton e o
expoente µ da lei de potência, mostrados nas curvas em preto e em vermelho, respec-
tivamente. Os gráficos em azul representam os espectros de absorção. (a) Espectro de
absorção Doppler à T = 301 K. (b) Espectro de absorção Voigt. O parâmetro de Voigt
usado foi de a = 10−2. O espectro da radiação incidente possui um perfil de Lorentz com
uma largura espectral de 6 MHz.
2- Gauss como forma espectral da radiação incidente
No intuito de avaliar as condições em que as distribuições de comprimento de passos
dos fótons podem ser modificadas e controladas, simulamos várias combinações de espec-
tros da radiação incidente, Φinc(ν), e de espectros de absorção, Φabs(ν). O espectro da
radiação incidente pode ser lorentziano (laser por exemplo), como discutido no item ante-
rior. Estudamos neste item (2) o caso de um espectro incidente com um perfil Gaussiano.
Isso pode ser obtido experimentalmente iluminando uma célula com vapor atômico com
um laser ressonante e selecionando a fluorescência emitida na direção perpendicular ao
feixe laser, fazendo esses fótons incidirem sobre uma segunda célula com vapor atômico
[42].
Na figura (5.3 (a)) observamos uma divergência no expoente µ. Como a radiação
incidente tem um perfil Gaussiano e esse tipo de espectro decai rapidamente, então, não
há frequências que excitem as asas da distribuição do coeficiente de absorção, que é uma
Lorentziana. Existe uma espécie de “truncamento” na frequência de excitação e a ra-
diação incidente é vista pelos átomos nas asas da distribuição de Maxwell-Boltzmann como
uma radiação “monocromática”: o comportamento da distribuição de passos assemelha-
se então ao descrito pela equação (3.25), ou seja, com um decaimento exponencial. Esse
Integração numérica para distribuição dos passos do fóton em um vapor atômico78
fenômeno também é observado na figura (5.3 (b)), porém, a região mais central possui
possui uma forma igual a figura (5.1 (a)) e, deve-se ao fato de que o espectro de Voigt
nessa região é idêntico ao espectro de Gauss, no entanto, no regime assintótico ocorre
também a mesma divergência observada na figura (5.3 (a)), pois, nesse regime o perfil de
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Figura 5.3: Distribuição de probabilidade de passos do fóton mostrado na curva em
preto e em vermelho o expoente µ da distribuição de probabilidade como lei de potência.
Os gráficos em azul denotam os espectros de absorção. (a) Espectro de absorção como
Lorentz com uma largura de 6 MHz. (b) Espectro de absorção como Voigt. O parâmetro
de Voigt usado foi de a = 10−2. O espectro da radiação incidente usado na integração
numérica foi o perfil de Gauss com uma largura espectral de 500 MHz.
3- Voigt como forma espectral da radiação incidente
Podemos considerar os fótons incidentes como tendo um perfil Voigt. É o que acontece
quando o regime é de CFR, em um vapor com perfil de absorção Voigt.
Neste caso, a distribuição de probabilidade de passos do fóton foi obtida deixando o
espectro da radiação incidente ser o perfil de Voigt e o espectro absorção ser o perfil, de
Lorentz ou o de Doppler.
Como podemos observar na figura (5.4 (a)), o regime inicial (−4 6 log x 6 −2, 5) da
distribuição de probabilidade de passos do fóton é parecido com a estrutura da figura (5.3
(a)) devido à parte central do perfil de Voigt ser parecido com o perfil de Doppler. Porém,
no regime assintótico (log x > −2, 5) prevalece o perfil de Lorentz e o P (x) e o expoente
µ vão seguindo um perfil de Lorentz tanto na absorção quanto no espectro da radiação
incidente.
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Por outro lado, na figura (5.4 (b)), o regime assintótico (log x > 2) é parecido com
uma estrutura mostrada na figura (5.2 (a)), pois, o regime assintótico do perfil de Voigt
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Figura 5.4: Em preto, a distribuição de probabilidade de passos do fóton e, em vermelho,
o expoente µ da distribuição de probabilidade como lei de potência. Os gráficos em azul
representam os espectros de absorção. (a) Espectro de absorção como Lorentz com uma
largura de 6 MHz. (b) Espectro de absorção como Gauss com uma largura 500 MHz. O
perfil da radiação incidente é o perfil de Voigt com a = 10−2.
5.2 Distribuição de probabilidade dos passos do fóton
com o espectro da radiação incidente modificado
Nesta seção iremos analisar o comportamento de P (x) e de µ para um espectro de
radiação incidente modificado, deixando o espectro de absorção do vapor ser um perfil
de Voigt. Essa modificação da radiação incidente é feita com um pico em sua estrutura
original (que é Voigt ou Doppler), como mostra a figura (5.5). Esse pico pode se localizar
(em frequência) em qualquer posição do espectro natural da radiação incidente (Voigt ou
Gauss).
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Figura 5.5: Espectro da radiação incidente, que é Voigt ou Doppler, modificado com
um pico em sua estrutura espectral. A dessintonização do pico em relação ao centro do
perfil espectral mais largo é representada por δp.
Experimentalmente, isso pode ser obtido superpondo a um espectro de fluorescência
uma outra radiação (laser) que possui uma frequência sintonizável dentro desse espectro
mais largo. Iremos observar duas situações com espectros naturais de radiação incidente
modificados. A primeira é deixando ser o seu perfil espectral de absorção como Voigt e
a segunda, é deixando ser como Doppler. Esse pico formado nessas estruturas possui um
perfil de Lorentz, pois, experimentalmente, um laser possui tal perfil.
A figura (5.6) mostra a distribuição dos passos do fóton P (x) e o coeficiente da lei de
potência µ para diferentes dessintonizações do pico, pois, o espectro da radiação incidente
foi mostrado na figura (5.5). Essas dessintonizações foram δp = 0, 70, 175, 350 MHz. O
espectro de absorção utilizado foi o de Voigt com parâmetro a = 10−2. Como já foi
mencionado, este pico na radiação incidente é gerado por um perfil de Lorentz. Há uma
relação entre as larguras do espectro natural e o espectro causador do pico. Para a figura
(5.6) usamos uma razão entre suas larguras de 100, ou seja, ΓV /ΓN = 100.
Há uma mudança quase que impercept́ıvel tanto em P (x) quanto µ na figura (5.6) na
região −4 6 log x 6 −1, 5, porém, a parte assintótica (log x > 1) é exatamente igual à
distribuição com os espectros Lorentz/Voigt, Lorentz/Lorentz ou Voigt/Voigt.
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Figura 5.6: (a) Distribuição de probabilidade dos passos do fóton. No interior de (a) o
espectro de absorção Voigt com a = 10−2. (b) Expoente µ da lei de potência. As dessin-
tonizações são δp = 0 (preto), δp = 70 MHz (vermelho), δp = 175 MHz (verde) e δp = 350
MHz (azul). ΓV /ΓN = 100. Como as distribuições de probabilidade para estas dessin-
tonizações são ligeiramente diferente, então, as modificções das cores são impercept́ıveis.
A radiação incidente possui um perfil Voigt com parâmetro igual 10−2 modificado com
pico com perfil de Lorentz.
As distribuições de probabilidade de passos do fóton são ligeiramente diferentes e,
portanto, as cores que representam as dessintonizações do pico (ou buraco como veremos
mais adiante) ficam sobrepostas, conforme as figuras (5.6), (5.7) e (5.11).
Também observamos a distribuição de probabilidade de passos dos fótons como mostrado
na figura (5.6) quando modificamos a razão entre as larguras do perfil natural (Voigt neste
caso) e do perfil do pico (Lorentz), ΓV /ΓN . A figura (5.7) mostra P (x) e µ para as mesmas
dessintonizações do pico já citadas, no entanto, ΓV /ΓN assume outro valor. O valor dessa
razão é ΓV /ΓN = 5.
Fizemos também essas distribuições de passos do fóton para outras razões de larguras
entre o espectro natural e o espectro do pico, (ΓV /ΓN = 75, 50, 15), porém não foram posto
aqui neste trabalho porque não existe mudança nem em P (x) nem em µ. A distribuição
de probabilidade, nessas situações descritas, é a mesma que nos gráficos postos nas figuras
(5.6) e (5.7).
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Figura 5.7: (a) Distribuição de probabilidade dos passos do fóton juntamente com o perfil
de absorção Voigt com a = 10−2. (b) Expoente µ da lei de potência. As dessintonizações
δp = 0 (preto), δp = 70 MHz (vermelho) δp = 175 MHz (verde) e δp = 350 MHz (azul).
ΓV /ΓN = 5. A radiação incidente possui um perfil Voigt com a = 10
−2 modificado com
pico com perfil de Lorentz.
A figura (5.8) mostra a distribuição de probabilidade de passos do fóton bem como
o expoente µ usando como espectro de radiação incidente um espectro natural com um
perfil Doppler com um pico com perfil de Lorentz. O espectro de absorção é o perfil
de Voigt. Neste caso fizemos um estudo alterando a razão entre a largura do pico e do
espectro natural de Gauss e comparando o comportamento de P (x) e de µ. As razãoes
foram ΓD/ΓN = 300, 100, 75, 50, 15.
Notamos que na figura (5.8) para ΓD/ΓN = 300 o comportamento no regime assintótico
(log x > 1) é modificado em relação à figura (5.3 (b)). Na parte inicial (log x 6 1) não
houve mudança, pois, a razão ΓD/ΓN é grande, no entanto, para o regime assintótico
começa a ter modificações na distribuição, pois, existe agora na radiação incidente os
efeitos da cauda longa devido à forma espectral do pico (Lorentz). Para pequenos valores
de ΓD/ΓN , a parte inicial da distribuição sofre alterações porque a largura do pico já
começa a ser significativa.
Não mostramos os gráficos variando a dessintonização em relação ao espectro de Gauss,
pois são todos iguais à figura (5.8) para suas respectivas razões de largura ΓD/ΓN . No caso
dos gráficos apresentados, como por exemplo na figura (5.7), não existe nenhuma mudança
significativa para grandes ou pequenas razões ΓV /ΓN , ou seja, os gráficos permanecem
inalterados.
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Figura 5.8: (a) Distribuição de probabilidade dos passos do fóton. No interior de (a)
o espectro de absorção Voigt com com pararâmetro 0, 01. (b) Coeficiente µ da lei de
potência. Razão ΓD/ΓN = 300 (preto), ΓD/ΓN = 100 (vermelho), ΓD/ΓN = 75 (verde),
ΓD/ΓN = 50 (azul) e ΓD/ΓN = 15 (laranja). A radiação incidente possui um perfil
Doppler modificado com pico com perfil de Lorentz.
Observamos também o P (x) e o µ para uma radiação incidente com dois picos simétricos
com perfil espectral de Lorentz superpostos a dos perfis espectrais de Voigt ou de Gauss
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Figura 5.9: Espectro da radiação incidente como perfil espectral de Voigt ou Gauss,
modificado com dois picos simétricos. Estes picos têm um perfil espectral de Lorentz. O
parâmetro de Voigt utilizado foi de a = 10−2.
Não foram postos os resultados obtidos com a radiação incidente mostrada na figura
(5.9) porque são os mesmos resultados que apresentamos nas figuras (5.6), (5.7) e (5.8)
para os respectivos espectros de radiação incidente como Voigt ou Gauss. O fato de
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acrescentar mais um pico de forma simétrica em torno do centro do espectro de radiação
incidente não modifica a distribuição P (x) e o expoente µ da lei de potência, ou seja, todos
os resultados obtidos com apenas um pico na radiação incidente são mesmos produzidos
para dois picos simétricos também na mesma radiação incidente desde que sofram iguais
alterações, como por exemplo, os dois picos devem ter a mesma razão ΓD,V /ΓN .
5.3 Distribuição de probabilidade dos passos do fóton
com o espectro de absorção modificado
Nesta seção iremos modificar o espectro de absorção e deixar o espectro de radiação
incidente ser um espectro Lorentz, Voigt e Doppler. O espectro de absorção agora vai ter
um buraco em sua estrutura espectral. Experimentalmente, podemos obter este fenômeno
incidindo uma radiação com uma intensidade suficientemente intensa de maneira a sat-
urar uma das transições hiperfinas do vapor atômico e assim, formar o buraco em certa
frequência ao longo do espectro de absorção. Esse processo também é estudado para se
obter uma absorção saturada [47].
A figura (5.10) representa o espectro de absorção modificado. Inicialmente usamos
como perfil espectral de absorção o perfil de Voigt com parâmetro a = 10−2. A estru-
tura do buraco feita no espectro de absorção pode ser colocada em qualquer posição em
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Figura 5.10: Perfil espectral da absorção modificada com um buraco em sua estrutura.
O perfil de absorção utilizado foi o de Voigt. a = 10−2 foi o parâmetro de Voigt uti-
lizado. Este buraco pode estar em qualquer frequência dentro do espectro de absorção.
δb representa a dessintonização do buraco em relação ao centro de absorção atômica.
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A figura (5.11) mostra a distribuição de probabilidade P (x) de passos do fóton e o
expoente µ da distribuição de probabilidade como lei de potência, para um espectro de
radiação incidente com um perfil de Voigt e o perfil de absorção sendo também o perfil de
Voigt mas com um buraco como mostrado na figura (5.10). Para o resultado mostrado
na figura (5.11), deixamos o buraco percorrer algumas frequências da curva de absorção
(δb = 0, 70, 175, 350 MHz) deixando a razão ΓV /ΓN ser constante e igual a 100.
Fizemos também a integração numérica a fim de calcular a distribuição de probabil-
idade de passos do fóton para as mesmas dessintonizações do buraco em relação ao cen-
tro da absorção atômica citadas no parágrafo anterior, porém, com a variação da razão
(ΓV /ΓN) e, mesmo assim, os resultados obtidos são exatamente iguais àqueles mostrados
na figura (5.10), ou seja, o que prevalece neste tipo de distribuição é o regime assintótico
devido às asas longas dos perfis espectrais.
Em um segundo momento, fizemos com que a radiação incidente obtivesse a forma
espectral de um perfil de Gauss e a forma do espectro de absorção continua sendo o perfil
de Voigt com um buraco. Desta maneira, obtivemos a mesma estrutura da figura (5.3
(b)) para P (x) e consequentemente para o expoente µ.
Para este caso de apenas um buraco no perfil de absorção, fizemos também incidir uma
radiação cujo perfil é Lorentz, porém, os resultados obtidos são iguais àqueles mostrados
na figura (5.2 (b)) mesmo fazendo as alterações na dessintonização do buraco assim como
na razaão ΓV /ΓN (lembrando que deixamos um desses parâmetros fixos e o outro é alter-
ado livremente).
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Figura 5.11: (a) Distribuição de probabilidade dos passos do fóton e o perfil da radiação
incidente que é o de Voigt com a = 10−2. (b) Coeficiente µ da lei de potência. Razão
ΓD/ΓN = 300 (preto), ΓD/ΓN = 100 (vermelho), ΓD/ΓN = 75 (verde), ΓD/ΓN = 50
(azul) e ΓD/ΓN = 15 (laranja). O espectro de absorção possui um perfil de Voigt com
a = 10−2 modificado com um buraco em sua estrutura espectral.
Do mesmo modo que fizemos na seção anterior com dois picos simétricos na radiação
incidente, fizemos também com que o espectro de absorção tivesse uma estrutura com
dois buracos simétricos, como mostra a figura (5.12). É válido lembrar que essa simetria
está em torno do centro da absorção do perfil espectral.
Essa modificação no espectro de absorção, mostrado na figura (5.12), também não
modifica a estrutura do P (x) e, consequentemente, o expoente µ dependendo do espectro
de radiação incidente, ou seja, caso esse espectro seja um perfil de Voigt, então, vai seguir a
estrutura observada na figura (5.1 (c)) e caso a radiação incidente seja um perfil de Gauss,
então, a estrutura de P (x) bem como a de µ vai ser igual ao observado na figura (5.3 (b))
e isto independe da dessintonização do buraco em relação ao centro da absorção atômica
desde que esta dessintonização seja feita de maneira a deixá-los simétricos em torno do
centro de absorção do perfil espectral adotado, bem como, a razão ΓV /ΓN . Também
usamos o espectro de radiação incidente como um perfil de Lorentz e a estrutura da
distribuição de passos do fóton no meio atômico segue uma estrutura igual ao observado
na figura (5.2 (b)).
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Figura 5.12: Perfil espectral da absorção modificado com dois buracos simétricos em
torno da parte central do perfil natural. O perfil natural de absorção utilizao foi Voigt.
O parâmetro de Voigt utilizado foi a = 10−2.
Apesar de todas estas modificações feitas tanto no espectro de radiação incidente
(um ou dois picos simétricos em sua estrutura em relação a sua parte central) quanto
no espectro de absorção (um ou dois buracos simétricos em sua estrutura espectral),
observamos uma distribuição de Lévy, seja no regime assintótico seja no regime mais
inicial da distribuição de probabilidade de passos. Por outro lado, um fato interessante
no cálculo numérico desta distribuição é o surgimento de dois coeficiente µ em uma mesma
distribuição, como observa-se na figura (5.8), ou seja, no regime assintótico observamos
um µ = 1, 5 enquanto que no regime mais inicial observamos µ ' 2, 0 constante sobre uma
faixa razoável de x. Além disso, observa-se nesse mesmo resultado que há uma passagem
para uma distribuição de Lévy mais estável (passa de uma pequena faixa constante de x
para uma faixa longa faixa constante) na região inicial com o aumento de ΓD/ΓN . Esse
fato acontece porque a largura do pico Lorentziano vai se tornando despreźıvel em relação
à largura do perfil espectral largo que, neste caso, é um perfil de Gauss e, portanto, a
forma da distribuição de passos assemelha-se à obtida com dois perfis de Gauss, ou seja,
um perfil de Gauss na radiação incidente e o outro no espectro de absorção devido, à
forma do perfil Voigt nessa região ser parecida com um perfil Doppler. Por outro lado,
no regime assintótico aparecerem as asas longas do espectro de radiação incidente, pois, o
pico possui uma forma espectral de uma Lorentz e, desta maneira, no regime assintótico,




Nos caṕıtulos anteriores apresentamos conceitos e resultados numéricos do processo
de espalhamento de fótons por átomos ressonantes, analisando, particularmente, a re-
distribuição nos espectros de frequência emitida e da distribuição de passos dos fótons
entre dois eventos de absorção por átomos. Iniciaremos este caṕıtulo com a descrição dos
principais dispositivos que compõem o sistema experimental. Feito isso, apresentaremos
nosso esquema experimental e, por fim, os resultados obtidos. O esquema experimental foi
realizado para coletar os fótons que sofrem difusões múltiplas em uma célula que contém
um vapor de rub́ıdio. O objetivo é obter radiação com espectro de largura Doppler para,
em uma segunda experiência, medir a distribuição de passos de fótons espalhados em um
vapor ressonante. Analisamos inicialmente o espectro de frequências da radiação emitida
pelos fótons retroespalhados na célula de redistribuição.
6.1 Átomos de rub́ıdio
O rub́ıdio é um elemento qúımico com śımbolo Rb e possui número atômico 37. Este
elemento qúımico tem cor prateada e está no grupo dos metais alcalinos (grupo 1A).
Estes são átomos ditos hidrogenóides que possuem um elétron na camada mais externa.
O rub́ıdio foi descoberto em 1861 [48] por dois qúımicos alemães, Robert Bunsen e Gustav
Kirchhoff, respectivamente na esquerda e direita na figura (6.1).
Esquema experimental 89
(a) (b)
Figura 6.1: Fotos dos descobridores do rub́ıdio. (a) Robert Bunsen e (b) Gustav Kirch-
hoff.
O uso dos metais alcalinos é feito de forma sistemática em f́ısica atômica e podemos
citar os sucessos recentes no desenvolvimento das técnicas de resfriamento e aprisiona-
mento de átomos e na produção dos primeiros condensados de Bose-Einstein1 com átomos
[51, 52, 53].
Os dois isótopos do rub́ıdio na natureza são o Rb85 e Rb87 com proporções de, respec-
tivamente, 72, 17% e 27, 83% [54]. O interesse em nosso estudo experimental é a transição
5S1/2 → 5P3/2 2,3 que é a chamada linha D2.
Com aux́ılio da teoria quântica para a soma de momentos angulares, podemos obter
as transições hiperfinas que surgem devido ao acoplamento de spin nuclear (I) com o
spin do elétron (S) e momento angular orbital (L). Para o caso do átomo de rub́ıdio,
temos que os Spins nucleares para os isótopos Rb85 e Rb87 são, respectivamente, I = 5/2
e I = 3/2. Como F = L + S + I, então, teremos, para o estado fundamental (5S1/2),
F = 2, 3 para o Rb85 e F = 1, 2 para Rb87. No entanto, para o estado excitado ( 5P3/2),
1Este tipo de aplicação em f́ısica atômica não se restringe apenas aos alcalinos, como também existe
experimentos sendo realizados com alcalinos terrosos (famı́lia 2A) [49] e metais terras raras [50].
2Usamos a notação espectroscópica nLj , onde n é o número quântico principal, L é o momento angular
orbital e J o acoplamento do momento angular com o Spin (J = L + S).
3As letras S, P, D e F na f́ısica atômica, representam o valor do momento angular orbital (L). Ou
seja, S → L = 0, P → L = 1, D → L = 2, F → L = 3. É importante não confundir, o F da estrutura
hiperfina com o da estrutura eletrônica.
Esquema experimental 90
teremos F ′ = 1, 2, 3, 4 no Rb85 e F ′ = 0, 1, 2, 3 no Rb87
A figura (6.2) representa, de forma esquemática, a estrutura dos ńıveis hiperfinos e as
transições permitidas4 para os dois isótopos do rub́ıdio.
(a) (b)
Figura 6.2: Esquema da estrutura dos ńıveis atômico para os isótopos do rub́ıdio. São
também representadas as transições permitidas por ∆F = 0,±1 para cada ńıvel da estru-
tura fina. (a) Nı́veis do isótopo Rb85 e (b) ńıveis do isótopo Rb87.
Um vapor de rub́ıdio de baixa densidade confinado em uma célula com uma dada
temperatura T pode ser visto como um gás ideal em que seus átomos movem-se de
maneira aleatória, onde a velocidade destes átomos segue uma distribuição de velocidade
de Maxwell-Boltzmann à temperatura T . Quando o meio atômico é iluminado por uma
radiação eletromagnética com frequência ω, ocorre o alargamento Doppler, pois, devido
ao efeito Doppler, cada átomo que possui uma frequência de ressonância ω0 e velocidade
4As transições são aquelas que satisfazem as condições ∆F = 0,±1 e ∆mF = 0,±1 devido às regras
de transições por elemento de dipolo elétrico do átomo.
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v, “vê” a radiação com frequência ω′ dada por:
ω′ = ω − k.v (6.1)
Quando varia-se em torno de ω0 a frequência ω da radiação incidente, os átomos
absorvem esta radiação porque cada um deles possui um velocidade v de tal forma que
“veem” a frequência da radiação incidente fica em ressonância (ω = ω0). Com isso,
o espectro de absorção será alargado e à temperatura ambiente vai ser dominado pela
largura Doppler, da distribuição de velocidades. O espectro obtido com um laser de baixa
intensidade é denominado de absorção linear. A figura (6.3) mostra o espectro de absorção
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Figura 6.3: Absorção linear na transição D2 para os isótopos do rub́ıdio.
Para os espectro da linha D2 do rub́ıdio, a separação entre os ńıveis excitados (da
ordem de algumas dezenas de MHz, ver figura (6.2)) é muito inferior quando comparado à
largura Doppler nas temperaturas exploradas (algumas centenas de MHz) e, desta forma,
impossibilitando que as diferentes transições hiperfinas do estado excitado possam ser
resolvidas com este espectro de absorção linear. Então, para que possamos observar
as transições hiperfinas, precisa-se fazer espectroscopia sub-Doppler, por exemplo, uma
absorção saturada.
Basicamente, a absorção saturada consiste em incidir um feixe de luz suficientemente
intenso (feixe de bombeio) em um vapor de átomos, de modo a saturar as transições
hiperfinas e, deste modo, detectar o sinal de um segundo feixe contrapropagante ao feixe
de bombeio e de baixa intensidade (feixe sonda) com a mesma frequência que o primeiro
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feixe. Devido ao efeito Doppler, apenas átomos com classes de velocidades que satisfazem
a relação k.v = 0 interagem simultâneamente com os dois feixes. Como a transição está
saturada pelo bombeio, ao varrermos a frequência dos feixes incidentes, observamos todas
as transições dentro do perfil Doppler, ou seja, três picos da transição a partir do ńıvel
fundamental. Porém , além desses três picos ditos de transições diretas, são observados
outros três picos que são denominados cruzamentos de ńıveis. Essas ressonâncias surgem
quando uma classe de velocidade está em ressonância com os feixe de bombeio e sonda,
porém em duas transições diferentes. Estes picos do cross-over aparecem exatamente na
média aritmétrica de frequências das transições diretas. Para este cálculo, consideremos
que ω01 e ω02 sejam as frequências de transição do átomo, de modo que estas frequências
estejam em ressônancia, respectivamente, com o feixe sonda e o feixo bombeio. Supondo
que o átomo aproxima-se do feixe bombeio, temos que:
ωB = ω + kv (6.2)
ωS = ω − kv (6.3)








A equação (6.4) pode ser obtida também caso os átomos estivessem movendo-se na
direção do feixe sonda.
A figura (6.4) mostra um esquema para a obtenção de uma absorção saturada feito
em nossos laboratórios. Este esquema experimental é uma parte do total do aparato
experimental. Fizemos incidir parte do laser em um divisor de feixe (BS) no qual reflete
R = 30% e transmite T = 70%, sendo o feixe de maior intensidade o feixe bombeio e o
de menor intensidade o feixe prova. Os dois espelhos planos têm como objetivo desviar o
feixe bombeio de maneira que este e o feixe prova se encontrem de forma contrapropagante
em um célula que contém o vapor de rub́ıdio. Assim, o feixe prova transmitido na célula
incide em um cubo polarizador e uma parte é transmitida até chegar em um detetor.
Desta maneira, obtivemos os espectros de absorção saturada.
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Figura 6.4: Esquema experimental para a realização de medidas da absorção saturada.
Este esquema foi feito em nossos laboratórios.
A figura (6.5) mostra um espectro de absorção saturada. Na figura (6.5 (a)) varrermos
todas as transições Doppler da linha D2 (5S1/2 → 5P3/2) do rub́ıdio, enquanto que na
figura (6.5 (b)) mostramos em detalhe a absorção saturada da linha F = 2 do Rb87, onde
podemos observar todas as transições hiperfinas F = 2 → F ′ = 1, 2, 3, assim como as
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Figura 6.5: (a) Absorção saturada para as quatro linhas Doppler dos isótopos do rub́ıdio.
(b) Uma ampliação do espectro com a linha F = 2 do isótopo do Rb87.
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A absorção saturada é um tipo de espectroscopia sub-Doppler [32] e é muito usado em
f́ısica atômica, porque permite resolver as transições hiperfinas em um átomo (rub́ıdio,
por exemplo) com alargamento inomogêneo Doppler.
Como podemos observar na figura (6.5 (b)), as transições diretas são F = 2→ F ′ = 3,
F ′ = 2 e F ′ = 1, enquanto que F ′ = 3 − 2, F ′ = 3 − 1 e F ′ = 2 − 1 são os cross-over
correspondentes, respectivamente, as transições diretas entre F ′ = 3 e F ′ = 2, F ′ = 3 e
F ′ = 1, F ′ = 2 e F ′ = 1.
O sinal de absorção saturada tem a finalidade de calibrar a posição em frequência do
laser.
6.2 Laser
Laser é um acrónimo de Light Amplification by Stimulated Emission of Radiation.
Este dispositivo possibilitou enormes avanços em diversas áreas da ciência. Os lasers
apresentam-se em diversas formas, usando diversos materiais como meio ativo e técnicas
de bombeamento (excitação). No entanto, mesmo com toda essa variedade de formas de
lasers, os elementos essenciais [55, 56] para sua produção são: meio de ganho, processo de
bombeamento e sistema de realimentação ótica.
1. Meio de ganho: Este é o meio adequado para que ocorra a inversão de população,
ou seja, os életrons de um ńıvel inferior do meio são bombeados para um ńıvel de
energia maior. Quando um elétron decai para ńıvel de menor energia, ocorre a
emissão de um “pacote” de energia, o fóton. Esse processo pode ser estimulado por
outro fóton, e ganho é obtido quando a taxa de emissão estimulada é superior à de
emissão espontânea. Esse mecanismo está na essência das propriedades da radiação
laser.
2. Processo de bombeamento: É o mecanismo leva o meio de ganho para um estado
quântico de maior energia, com inversão de população. O bombeio pode ser óptico,
colisão ou corrente elétrica, aplicada por exemplo, à uma junção semicondutora.
3. Sistema de realimentação ótica: De uma forma geral, a realimentação é obtida com
uma cavidade formada por espelhos que ficam em torno do meio laser. No caso
de um laser semicondutor, esta cavidade é formada pelas próprias faces do cristal
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semicondutor. Esta cavidade amplifica o campo na região do meio de ganho para
valores de frequência ressonantes no Fabry-Pérot. Os fótons emitidos por emissão
induzida estão em fase.
6.2.1 Laser de semicondutor
Os lasers de semicondutor são dispositivos bem adaptados como ferramenta para a
pesquisa básica e diferentes aplicações tecnológica [57], tais como, comunicações ópticas,
metrologia e espectroscopia [58].
Estes tipos de lasers, devido às técnicas de dopagem e pesquisas em novos materiais,
tem sido obtidos emissões em praticamente todo o espectro viśıvel. Uma das carac-
teŕısticas que difundiram o uso de lasers de semicondutor foi a sua versatilidade e o seu
baixo custo em relação aos outros tipos de lasers. Estes lasers podem fornecer algumas
dezenas de mW de potência de emissão monomodo com correntes de algumas dezenas de
mA.
Basicamente o laser de semicondutor é formado por uma junção do tipo P-N [59]
que, quando atravessada por uma corrente elet́rica5 emite luz laser (recombinação di-
reta). Quando uma corrente elétrica atravessa esta junção P-N, os elétrons e os buracos
recombinam-se e assim, emitem fótons, como ilustrado na figura (6.6). No caso dos lasers
de semicondutor, a cavidade óptica é formada pelas próprias faces do cristal semicondutor
da região da junção, produzidas pela clivagem do cristal. A reflexão nas interfaces resulta
na amplificação da radiação através de múltiplas passagens na cavidade [60]. Ou seja, a
emissão estimulada predomine sobre outros processos de relaxação.
Figura 6.6: Esquema para um junção P-N em laser semicondutor. Um elétron combina-
se com um buraco emitindo luz quando este decai de sua banda de condução para a banda
de valência
5Esta corrente elétrica possui um limiar de operação. Acima deste valor mı́nimo de corente elétrica,
ocorre uma maior produção de radiação por emissão estimulada.
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Na cavidade laser, formam-se modos longitudinais e transversais da radação [61]. Os
modos longitudinais são os padrões de ondas estacionárias que ocorre devido as múltiplas
reflexões da radiação na cavidade, enquanto que os modos tranversais são os modos gaus-
sianos do campo elétrico e magnético (TEM00), impostos pelas condições de contorno das
paredes laterais da cavidade. A combinação destes dois modos, formam o feixe de luz
resultante que propaga-se ao sair da cavidade [60]. A figura (6.7) mostra uma cavidade
laser em semicondutor.
Figura 6.7: Estrutura f́ısica de um laser semicondutor. A região ativa está confinada
entre camadas de diferentes dopagens.
O laser que usamos em nosso experimento é um laser de diodo monomodo da marca
Sanyo modelo DL7140-201S. Sua sintonização em frequência ocorre pelo ajuste da cor-
rente elétrica de injeção, por meio de um controlador espećıfico. A figura (6.8) apresenta
medidas de potência de sáıda do laser de diodo em função da intensidade de corrente
injetada para uma temperatura da junção de 296 K. Esta medida foi feita com um me-
didor de potência em função da corrente elétrica injetada no laser, com a temperatura
fixa. Observamos na figura (6.8) que há um valor mı́nimo de corrente elétrica (limiar)
para se ter emissão laser. Este limiar ocorre quando a emissão estimulada possui geração
de fótons em taxa superior em relação à emissão espontânea. Para o nosso experimento
usamos uma corrente de injeção de 83 mA, pois, esta corrente fornece ao laser a frequência
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Figura 6.8: Medida da potência de sáıda do laser de diodo em função da corrente de
injeção para uma temperatura de 296 K.
6.3 Estabilização da frequência do laser
Queremos estudar a redistribuição de frequência, por processos de difusão, da radiação
laser em um vapor atômico térmico. Para isto, precisamos controlar a frequência do laser
de excitação, limitando suas derivas em relação à frequência de transição atômica. Usamos
uma técnica de estabilização da frequência desenvolvida nos laboratórios do Grupo de
F́ısica Atômica Laser, UFPB. Essa técnica consiste em gerar um sinal dispersivo, que
constitui-se em um sinal de erro, corrigido então por um circuito eletrônico.
O sinal de dispersão que obtemos em nosso experimento possui a finalidade de estabi-
lizar a frequência do laser em torno da Doppler. Estabilizamos a sua frequência em torno
da linha F = 2 do isótopo Rb85.
O sinal dispersivo é obtido graças ao ı́ndice de refração não-linear do vapor atômico
como obtido na equação (2.55). Para n2 > 0, a onda se desloca mais lentamente no
centro quando comparada com sua borda, induzindo assim, uma focalização do feixe [62]
como mostra a figura (6.9 (a)). Por outro lado, quando n2 < 0, ocorre o contrário do
que acontece quando n2 é positivo, ou seja, o centro da onda desloca-se mais lentamente
em relação a sua borda, induzindo, desta maneira, uma defocalização [62] como podemos
observar na figura (6.9 (b)). Este efeito de autofocalização (ou auto-defocalização) nos
leva a uma mudança na intensidade transmitida através de uma abertura colocada para
detectar o feixe após a passagem deste pelo vapor atômico.
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(a) (b)
Figura 6.9: (a) Mostra o efeito de autofocalização e (b) o efeito de defocalização de um
feixe laser.
A figura (6.10) mostra o sinal dispersivo que foi detectado através de uma abertura
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Figura 6.10: Sinal de dispersão obtido através de um vapor atômico com uma densidade
de n ' 1, 7.1012 cm−3. Este sinal de dispersão foi obtido na linha F = 2 do Rb85.
Para obter o sinal dispersivo como mostrado na figura (6.10), usamos o esquema
experimental conforme a figura (6.11). O feixe laser com frequência varrida em torno da
linha F = 2 do Rb85, atravessa uma lente com uma distância focal de 15 cm e passa pelo
vapor atômico que possui uma densidade de n ' 1, 7.1012 cm−3. O ı́ndice de refração não-
linear passa, em função da frequência em torno do pico da ressonância, de autofocalizante
para defocalizante e, desta maneira, nos fornece o sinal de dispersão através da abertura
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do detetor. A potência do laser que incide no vapor atômico é de P = 1, 85 mW. A
abertura do detetor de aproximadamente 2 mm. A célula que usamos para encontrar o
sinal dispersivo é uma célula ciĺındrica com raio R = 1 cm e comprimento L = 2 cm.
Figura 6.11: Experimento para obtenção de um sinal dispersivo. A lente possui foco
f = 15 cm, a densidade atômica n ' 1, 7.1012 cm−3. A potência do laser incidente na
célula é de P = 1, 85 mW.
Este sinal dispersivo serve, no nosso experimento, para travar a frequência do laser
durante o experimento, evitando derivas. A técnica de travamento do laser usa uma
eletrônica externa de controle (circuito proporcional e um circuito integrador), acoplada
no modulador de corrente do laser.
6.4 Procedimento experimental
A figura (6.12) mostra o esquema experimental total desenvolvido neste trabaho para
analisar o espectro dos fótons redistribuidos após a incidência do laser no vapor atômico de
rub́ıdio contido em uma célula ciĺındrica. Em outras palavras, este esquema experimental
tem por sua vez a finalidade de analisar a redistribuição em frequência dos fótons em um
vapor de rub́ıdio por uma excitação através de uma radiação incidente com uma frequência
em torno da linha D2, transição a partir do sub-ńıvel fundamental F = 2 do Rb
85.
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Figura 6.12: Montagem experimental desenvolvida para a coleção dos fótons redis-
tribúıdos após a excitação do vapor atômico de rub́ıdio pelo laser com frequência em
torno da linha D2 (F = 2 do Rb
85).
O laser é enviado através de uma placa de meia onda e um isolador óptico. A placa
de meia onda junto com o isolador óptico permite também variar a intensidade do laser.
O isolador óptico evita realimentações no laser devido à reflexões que acontecem no ex-
perimento. Parte do feixe de sáıda é utilizada para a estabilização em frequência do laser
parte é enviada para o experimento de estudo da redistribuição em frequência: o feixe
laser incide na janela de uma célula ótica contendo vapor de Rb. A fluorescência retroemi-
tida pelos átomos excitados é coletada por uma objetiva e enviada, através de uma fibra
(aproximadamente de 1 mm de diâmetro), para um interferômetro Fabry-Pérot. Por
outro lado, uma parte deste feixe laser que vai para a coleção dos fótons redistribúıdos no
vapor atômico, vai também para obtenção da absorção saturada que servirá como nossa
referência em frequência.
Para analisar os fótons retroespalhados no vapor atômico, travamos a frequência do
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laser em cinco frequências diferentes da Doppler como mostra a figura (6.13 (a)). Esta
figura mostra os pontos de excitação do laser em torno da linha F = 2 do Rb85. Este sinal
Doppler é obtido previamente através da deteção da absorção linear6 na mesma célula
para o estudo da redistribuição da frequência dos fótons do laser.
Analizamos o espectro de redistribuição através de um interferômetro Fabry-Pèrot
(FP) que possui um intervalo espectral livre FSR = 1, 5 GHz. O vapor que estamos
analisando é o rub́ıdio e possui uma separação de 6, 85 GHz entre as linhas do isótopo
do Rb87 e uma separação de 3, 05 GHz entre as linhas do isótopo do Rb85. Os fótons
podem ser redistribúıdos em torno da frequência dos seus isótopos e, portanto, com este
FP não se pode analisar completamente o espectro de frequência dos fótons redistribúıdos
pelo vapor atômico excitado pelo laser, porque seu FSR é inferior à faixa necessária para
analisar todo o espectro de Rb ( O Grupo de F́ısica Atômica e Laser - UFPB iniciou o
processo de compra de um interferômetro com FSR de 10 GHz) .
O trabalho experimental para redistribuição dos fótons ainda está em andamento em
nossos laboratórios, porém, a parte teórica já possui um grande avanço.
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(f)
Figura 6.13: (a) Referência em frequência do laser. Cada ponto em torno da absorção
linear representa a frequência da excitação do laser no vapor atômico na linha F = 2
do Rb85 para a coleção de frequência dos fótons redistribúıdos. (b), (c), (d), (e) e (f)
Representa a obtenção dos fótons retroespalhados e cada cor representa a redistribuição
desses fótons nas respectivas excitações do laser mostrada em (a).
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Como pode-se perceber, este trabalho foi dividido, de forma intŕınseca, em duas partes,
sendo a primeira sobre a redistribuição da frequência dos fótons e a segunda parte sobre
a distribuição de passos dos fótons em um vapor atômico. Começamos então um ex-
perimento para analisar estes passos dos fótons em um vapor atômico de rub́ıdio. Como
podemos observar na figura (6.14), trocamos o FP por uma célula de comprimento L = 50
cm e raio R = 2 cm e, através da fibra, guiamos a radiação de fluorescência retroemitida
na primeira célula até esta célula e, por fim, analisamos a fluorescência na segunda célula
através de uma câmera CCD.
Figura 6.14: Experimento completo para capturar os passos dos fótons em uma célula
com um vapor atômico de rub́ıdio.
A câmera CCD é muito senśıvel podendo ser facilmente pertubada por luz espalhada,
fora da experiência. Colocamos então a estrutura de coleção dos fótons (câmera CCD +
célula + parte da fibra) no interior de uma caixa com o objetivo de coletar os fótons que
vêm apenas da célula e não do meio externo a esta estrutura. O experimento mostrado
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na figura (6.14) também ainda está em andamento em nossos laboratórios.
A parte teórica para calcular a distribuição de passos dos fótons em vapor atômico
permite fazer diversas predições com espectros modificados tanto na absorção quanto na
radiação incidente (ver seções 5.2 e 5.3). A realização experimental do espectro modificado
da figura (5.5) pode ser feita, por exemplo, misturando um laser com certa dessintonização
em relação ao centro de absorção com o espectro largo na primeira célula de redistribuição
dos fótons obtidos.
Por outro lado, para obtermos o espectro de absorção mostrado na figura (5.10),
devemos incidir um laser intenso na célula com uma frequência na qual queremos fazer o
devido buraco no espectro de absorção. É importante lembrar que este não se mistura na
fibra. Este laser é incidido de forma separada na célula. Além disso, o laser precisa ter
uma intensidade alta com a finalidade de saturar a transição.
Tanto para fazer o buraco no espectro de absorção quanto para obter o pico no espectro
da radiação incidente, deve-se ter um feixe laser com frequência fixa e estabilizada.
Com a finalidade de obter a distribuição de passos, coletamos fotografias da fluo-
rescência através da câmera CCD, como mostra a figura (6.15). A distribuição do com-
primento de passos de fótons no vapor é proporcional ao sinal de fluorescência coletada
pela câmera CCD [42]. A radiação que incidiu na célula para a coleção desta fluorescência
possui um espectro dado na figura (5.5). O região da célula que foi obtida na imagem
mostrada na figura (6.15 (a)) possui um comprimento de 23 cm e o tamanho total desta
célula é de 50 cm. Posicionamos a câmera em uma parte da célula devido alguns residuos
de rub́ıdio que ficaram em sua praparação. Um fato a ser destacado é que deve-se obter
fotografias da fluorescência em um vapor com baixas densidades, pois, o objetivo é obter
uma distribuição do comprimento de passos de fótons devido a apenas dois eventos con-
secutivos de absorção. Os dados coletados para obter gráficos da distribuição de passos
(ver figura (6.15 (a))) no vapor atômico é coletado pela própria câmera CCD passando
uma linha (neste caso horizontal) na região em que pretende-se coletar tal dados. Com
o propósito de obter o expoente µ da lei de potência (ver equação (3.18)), colocamos o
gráfico da distribuição de comprimento de passos do fóton em uma escala di-log.
Contudo, estes resultados obtidos em nossos laboratórios são resultados preliminares,
pois, ainda precisa-se caracterizar o espectro dos fótons espalhados após a excitação laser
em um vapor atômico, conforme a experiência mostrada na figura (6.12) e, além disso, é
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Figura 6.15: (a) Foto da fluorescência obtida através da câmera CCD para análise da
distribuição de comprimento de passos de fótons no vapor atômico. (b) Distribuição de
probabilidade de passos de fótons no vapor atômico. (c) Distribuição em uma escala di-




Foi feito um estudo simulacional sobre o fenômeno de difusão dos fótons em um
vapor atômico de rub́ıdio.
Em um primeiro momento foram consideradas células com uma geometria infinita e o
processo de excitação do vapor se deu em várias dessintonizações da radiação incidente em
relação ao centro do espectro absorção e, desta maneira, conseguimos estudar a evolução
do espectro de redistribuição de frequência dos fótons, particularmente a passagem de re-
distribuição parcial em frequência para redistribuição completa em frequência. Por outro
lado, através da distribuição do comprimento dos passos de um único fóton neste vapor
atômico para duas dessintonizações diferentes, no centro da absorção e para δ = −800
MHz, conseguimos, também, observar a passagem de PFR para CFR. Após estudar a
redistribuição de frequência dos fótons espalhados no vapor atômico em uma geometria
infinita e comparar com alguns resultados já conhecidos, passamos a considerar a redis-
tribuição em uma geometria ciĺındrica finita e coletando os fótons apenas em certa região
do espaço. Observamos que neste caso, a imposição na direção de coleção influencia no
espectro de redistribuição em frequência.
Com esta geometria finita fizemos comparações entre duas densidades diferentes, n '
2, 8.1010 cm−3 e n ' 4, 7.1012 cm−3. Desta maneira, podemos observar como os espectros
evoluem nestas duas densidades. Os espectros de redistribuição obtidos a partir da alta
densidade atômica possuem uma largura a meia altura maior quando comparados aos
espectros obtidos com a baixa densidade e, isto acontece porque em alta densidade, a
maior parte dos fótons que saem da célula são aqueles que possuem uma frequência mais
afastada do centro de absorção.
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Com esta simulação em Monte Carlo observamos também que não é necessário que
os átomos possuam necessariamente uma velocidade V// que compense a dessintonização
δL imposta na radiação incidente para absorver os fótons. Isto é, mesmo quando o vapor
atômico é excitado por uma frequência bem fora da ressonância, os átomos absorvem estes
fótons na asas do perfil de absorção e, desta maneira, estes fótons com estas frequências
bem afastadas do centro de absorção refletem-se no processo de emissão e, com isso,
caracteriza a PFR, pois, há memória da radiação incidente nestes fótons emitidos.
Em um segundo momento, calculamos, de forma numérica, a distribuição de passos
dos fótons em um vapor atômico. Primeiro reproduzimos resultados já encontrados [1, 12]
e, além disso, encontramos também, esta distribuição para os espectros naturais não
modificados, tanto para o perfil espectral de emissão quanto para o perfil espectral de
absorção. Por fim desta segunda parte, modificamos os espectros naturais de emissão
com a inserção de um pico em sua estrutura espectral (ou com dois picos simétricos) bem
como os espectros naturais de absorção com um buraco em sua estrutura espectral (ou
com dois buracos simétricos). Podemos observar que mesmo modificando a estrutura dos
espectros naturais (absorção e emissão) ainda obtemos uma distribuição Lévy para os
passos dos fótons no vapor atômico. Além disso, com certos espectros de emissão e de
absorção, pode-se observar dois expoentes µ da lei de potência diferentes em uma mesma
distribuição dos passos de acordo com a figura (5.8), por exemplo.
Contudo, tanto a simulação numérica em Monte Carlo para a redistribuição em frequência
dos fótons re-difusos no vapor atômico quanto os cálculos numéricos para a distribuição
de passos dos fótons estão bem desenvoovidos. Porém, no caso da simulação em Monte
Carlo ainda se faz necessário considerar a estrutura hiperfina no átomo bem como analisar
a redistribuição para todo o espectro do rub́ıdio. Ou seja, além da estrutura hiperfina,
considerar os seus isótopos (Rb85 e Rb87). Por outro lado, a parte experimental ainda
está sendo desenvolvida em nossos laboratórios, mas, como vimos ao longo do caṕıtulo
anterior, já está, praticamente desenvolvida, no entanto, ainda precisa-se de resultados
concretos para podermos comparar com os resultados numéricos, tanto da redistribuição
em frequência assim como da distribuição de passos dos fótons.
APÊNDICE A
TABELA DE DADOS
Velocidade da luz no vácuo c 2, 997.108 m/s
Permeabilidade do vácuo µ0 4π.10
−7 N/A2
Permessividade do vácuo ε0 8, 85410
−12 F/m
Constante de Planck h 6, 626.10−34 J.s
~ 1, 504.10−34 J.s
Massa do elétron me 9, 109.10
−31 Kg
Raio de Bohr a0 0, 529.10
−10 m
Constante de Boltzmann kB 1, 380.10
−23 J/K
Unidade de massa atômica u 1, 660.10−27 Kg
Tabela A.1: Constantes f́ısicas fundamentais.
Número atômico Z 37
Número atômico total Z +N 85
Abundância %Rb85 72, 17%
Massa atômica m 1, 409 Kg
Densidade à 298 K ρm 1, 53 g/cm
3
Pressão de vapor à 298 K PV 3, 92.10
−7 Torr
Temperatura de fusão Tf 312, 30 K
Temperatura de ebulição TE 961 K
Calor espećıfico c 0, 363 J/g.K
Capacidade molar C 31, 060 J/mol.K
Spin nuclear I 5/2
Tabela A.2: Propriedades f́ısicas do Rb85.
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Frequência de transição ω0 2π.384, 230 THz
Energia de transição E0 1, 589 eV
Comprimento de onda da transição no vácuo λ0 780, 241 nm
Comprimento de onda da transição no ar λar 780, 033 nm
Tempo de vida τ 26, 235 ns
Taxa de decaimento Γ 38, 117 MHz
Velocidade de recuo vr 6, 023 mm/s
Frequência de recuo ωr 2π.3, 856 KHz
Tabela A.3: Propriedades de transição óptica da linha D2 (5S1/2 → 5P3/2) do Rb85.
Número atômico Z 37
Número atômico total Z +N 87
Abundância %R85b 27, 83%
Massa atômica m 1, 443 Kg
Densidade à 298 K ρm 1, 53 g/cm
3
Pressão de vapor à 298 K PV 3, 92.10
−7 Torr
Temperatura de fusão Tf 312, 30 K
Temperatura de ebulição TE 961 K
Calor espećıfico c 0, 363 J/g.K
Capacidade molar C 31, 060 J/mol.K
Spin nuclear I 3/2
Tabela A.4: Propriedades f́ısicas do Rb87.
Frequência de transição ω0 2π.384, 230 THz
Energia de transição E0 1, 589 eV
Comprimento de onda de transição no vácuo λ0 780, 241 nm
Comprimento de onda de transição no ar λar 780, 033 nm
Tempo de vida τ 26, 235 ns
Taxa de decaimento Γ 38, 117 MHz
Velocidade de recuo vr 5, 884 mm/s
Frequência de recuo ωr 2π.3, 771 KHz
Tabela A.5: Propriedades de transição óptica da linha D2 (5S1/2 → 5P3/2) do Rb87.
APÊNDICE B
EQUAÇÃO DE DIFUSÃO
Iremos considerar este problema de difusão de forma mais simples. Ou seja,
considerando apenas o problema em uma dimensão.
Suponha um caminhante aleatório que parte da origem e desloca-se em linha reta, onde
realiza n1 passos para a direita e n2 passos para a esquerda, sendo estes de comprimento
fixo l e de probabilidades p e 1 − q, respectivamente. O nosso problema é encontrar a
probabilidade PN(m) de encontrar o caminhante na posição x = ml, onde N é o número
total de passos e m é a distância ĺıquida percorrida. Ou seja:
N = n1 + n2 (B.1)
m = n1 − n2 (B.2)
Desta maneira, a distância percorrida pelo caminhante é de:
x = (n1 − n2) = ml (B.3)
A probabilidade de realizar n1 passos para a direita e n2 para a esquerda, considerando
que são estatisticamente independentes, é de:
p.p.p.p.p.p.p...q.q.q.q.q.q... = pn1 .qn2 (B.4)
Para encontrar PN(m) devemos arranjar de todas as maneiras a probabilidade encon-
trada na equação (B.4), isto é, calcular de quantas maneiras distintas podem ser dispostos
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Devemos agora fazer uma conexão do caminhante aleatório com o fenômeno da difusão.
Para isso, precisa-se descrever o problema do caminhante como uma equação diferencial
com variáveis aleatórias. Desta maneira, vamos supor que τ seja o tempo necessário para
realizar um passo e, assim, PN(m) é a probabilidade da part́ıcula se encontrar na posição
x = ml no tempo Nτ . Para que isto ocorra, apenas uma part́ıcula que encontra-se na
posição x = (m− 1)l ou x = (m+ 1)l no tempo t = (N − 1)τ atingirá a posição x = ml.
Portanto, PN(m) no passo seguinte, obedece a seguinte relação:
PN(m) = pPN(m− 1) + qPN(m+ 1) (B.8)
A equação (B.8) representa um exemplo de um processo markoviano1. Podemos sub-
stituir a função discreta PN(m) por uma função cont́ınua ζ(Nτ,ml) = ζ(t, x) caso N seja
suficientemente grande. Com isso, a equação (B.8) pode ser reescrita da seguinte forma:
ζ ([N + 1] τ,ml) = pζ (Nτ, [m− 1] l] + qζ (Nτ, [m+ 1] l]
ζ (Nτ + τ,ml) = pζ (Nτ,ml − l) + qζ (Nτ,ml + l)
ζ (t+ τ, x) = pζ (t, x− l) + qζ (t, x+ l) (B.9)
Expandindo em série de Taylor até a segunda ordem ambos os lados da equação (B.9),
temos que:
1Processos ditos como markoviano são aqueles que não possuem efeitos de memória, ou seja, a predição
do próximo estado é independente do estado anterior [63, 64].













































A equação (B.11) representa a equação generalizada para a caminhada aleatória e é
uma equação diferencial do tipo hiperbólica [65]. Devido a este tipo de equação diferencial,
deve-se esperar uma solução que seja válida também em um regime para tempos pequenos.
Assumindo p = q = 1/2, pode-se observar uma conexão com o movimento browniano

























A equação (B.13) é a forma convecional para a equação de difusão e é do tipo parabólica
[65]. Esta equação da difusão foi a qual Einstein se baseou para a explicação do movimento
browniano [66].
Abordamos o problema de difusão na visão de Marc Kac, porém, há outros tratamentos
para tal problema [67], dentre elas, a visão de Einstein, de Paul Langevin e a de Fokker-
Planck.
APÊNDICE C
DISTRIBUIÇÃO DE VELOCIDADES DE
MAXWELL-BOLTZMANN
Para encontrar a distribuição de velocidades de Maxwell-Boltzmann iremos utilizar o
formalismo canônico, pois, este formalismo descreve um sistema em contato com um re-
servtório térmico através de paredes diatérmicas1. Ou seja, podemos imaginar um sistema
f́ısico que está em contato com um banho térmico e pelo pŕıncipio zero da termodinâmica
[69], o sistema entra em equiĺıbrio termodinâmico com o banho.
Consideremos que o gás que iremos analisar seja um gás ideal que possui apenas


















O principio de incerteza de Heinsenberg diz que para cada par multiplicativode mo-
mento e posição há um fator da ordem da constante de Planck e, então, para a equação
(C.1) ficar dimensionalmente correta, devemos dividir pelo fator h3N , pois, estamos con-
siderando um problema tridimensional e com N part́ıculas. Além disso, é considerado
que as part́ıculas são indistinguv́eis, portanto, deve-se dividir pelo fator N !. Com isso, a














1Parede que permite a troca de calor com a viziança [68].






onde usamos o fato que β = 1
kBT
. A equação (C.2) é a função de partição canônica para
um gás ideal contido em um espaço tridimensional. Para encontrar a distribuição de
























































Com a equação (C.5), percebemos que a distribuição de velocidades de Maxwell-









Para encontrar as distribuições de velocidades em uma e duas dimensões, devemos fazer
o mesmo procedimento feito para três dimensões. Lembrando que o elemento de área, no
caso bidimensional, é dado por d2p = vdθdφ. Então, as distribuições de probabilidades
em uma, duas e três dimensões são:























2kBT , três dimensões
(C.7)
A figura (C.1) nos fornece os gráficos da distribuição de velocidade de Maxwell-
Boltzmann em uma, duas e três dimensões para um sistema com uma temperatura de
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(c)
Figura C.1: Distribuição de velocidade de Maxwell-Boltzmann. (a) Distribuição unidi-
mensional. (b) Distribuição bidimensional. (c) Distribuição tridimensional. A temper-
atura utizada para este sistema foi de T = 300 K.
A velocidade que corresponde ao máximo de P3(v) é a mais provável. Portanto, para
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A figura (C.2) indica a velocidade mais provável em um gráfico P3(V ) para três difer-
entes temperaturas. Como mostra a equação (C.8), o máximo de P3(V ) se desloca al-
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0 200 400 600 800 1.000 1.200
T = 300 K
T = 373 K
T = 673 K
Figura C.2: Distribuição de velocidade de Maxwell-Boltzmann indicando a velocidade
mais provável para três diferentes temperaturas. Em preto, vermelho e azul mostram,
nessa ordem, P (V ) para T = 300 K, T = 373 K e T = 673 K e as linhas verticais indica sua
velocidade mais provável que são, respectivamente, 〈vT=300〉 ≈ 242 m/s, 〈vT=373〉 ≈ 270




Iremos fazer uma discursão sobre a frequência do fóton espalhado pelo átomo através
da conservação de energia e de momento. Consideraremos o problema em que um fóton
com frequência ν incide em um átomo de dois ńıveis e inicialmente em repouso em seu
referencial. Após esta interação, o fóton é espalhado com uma frequência ν ′ e o átomo
adquire uma velocidade v. É importante ressaltar que iremos desprezar o que acontece
durante o evento de espalhamento do fóton, apenas estudaremos os acontecimentos antes
e depois deste fenômeno de espalhamento. Suporemos o processo em uma dimensão. As-
sim, duas situações são prováveis: i) o fóton incidente e espalhado são co-propagantes ou
ii) o fóton incidente e espalhado são contra-propagantes. Analisaremos estas duas situação
i) Fóton incidente e espalhado co-propagantes
 Conservação de energia







(ν − ν ′) (D.1)
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(ν − ν ′) (D.2)
Pelas equações (D.1) e (D.2) podemos obter duas soluções: (a) ν = ν ′ e assim, v = 0
(solução trivial) e, portanto, o espalhamento é elástico no referencial do átomo. (b)
v = 2c o que seria imposśıvel. A solução (b) pode ser obtida dividindo a equação (D.1)
pela equação (D.2).
ii) Fóton incidente e espalhado contra-propagantes
 Conservação de energia







(ν − ν ′) (D.3)















ν2 + ν ′2 + 2νν ′
)
(D.4)
Dividindo a equação (D.3) pela equação (D.4), temos que:
ν − ν ′ = h
2mc2
(
ν2 + ν ′2 + 2νν ′
)
(D.5)
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Podemos calcular a ordem de grandeza de ν − ν ′. Fazendo uso da tabela (A.1) e que
ν ∼ 1014 KHz. Portanto, o valor de ν−ν ′ ∼ 1 KHz. Então, o espalhamento é dito elástico
no referencial atômico. Com este resultado de ν − ν ′, temos que v ∼ 10−3
APÊNDICE E
PLACA DE QUARTO DE ONDA E MEIA
ONDA
Considere uma luz linearmente polarizada que incide sobre uma lâmina birrefringente1
de espessura d, como mostra a figura (E.1).
O campo elétrico total faz com o eixo y um ângulo de π/4 de maneira que suas
componentes são Ex = E0e
i(krz−ωt) e Ey = E0e
i(klz−ωt). A onda incide na placa em z = 0
e em t = 0 e sai em z = d. Com isso, a diferença de fase entre as componentes emergentes
da placa é:
Figura E.1: Incidência do campo elétrico que faz um ângulo de π/4 com o eixo y em
um meio birrefringente. nr e nl são os ı́ndices refração rápido e lento, respectivamente.
1Material anisotrópico cujo ı́ndice de refração depende da direção no cristal.
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(nl − nr) (E.1)
onde o nl e o nr são os ı́ndices de refração lento e rápido, respectivamente. Para que
possamos obter uma luz circularmente polarizada, devemos fazer a diferença de fase da
equação (E.1) igual a δ = π/2 e, desta maneira, temos que:




A equação (E.2) nos informa a diferença entre os caminhos ópiticos da direção hori-
zontal e perpendicular do campo deve ser a um quarto de onda. Placas com este tipo de
caracteŕısticas é conhecida como placa de um quarto de onda [70]. Caso uma luz linear-
mente polarizada incidir com a direção paralela a um dos eixos da lâmina de um quarto
de onda, a sua polarização não será afetada, isto é, ela continua sendo linearmente po-
larizada. No entanto, caso uma luz também linearmente polarizada incidir neste mesmo
tipo de lâmina fazendo um ângulo de π/4 sobre o eixo do material, resultará em uma luz
circularmente polarizada, porém, caso esta luz com polarição circular incidir novamente
em uma lâmina de um quarto de onda, esta ficará linearmente polarizada.
Por outro lado, caso a fase δ da equação (E.1) seja igual a π, então, a diferença entre
os caminhos ópticos vai ser dada por:




A equação (E.3) nos informa que a lâmina é conhecida como placa de meia de onda.
Uma observação importante é que, caso a luz incida em uma placa de meia onda com
um ângulo θ (ângulo entre a direção de propagação e o eixo óptico da placa), direção da
polarização da luz girará de 2θ [71].
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Caso fizermos uma combinação de uma placa de meia onda com um polarizador iremos,
desta forma, controlar a intensidade da luz, pois, o polarizador filtra a polarização que
vai emergir (ver figura (E.2)) e a placa de meia de onda possui a finalidade de impor a
direção de polarização antes deste incidir no polarizador. Por exemplo, se a lâmina de
meia de onda fazer com que a luz seja polarizada com um ângulo de π/4 em relação ao
eixo de propagação e esta luz seja incidida em um polarizador que filtra a polarização
vertical também em relação ao eixo de propagação da luz, então, desta forma, a luz final
emergente vai ter apenas uma parte da intensidade inicial e esta diminuição de intensidade




Figura E.2: Incidência de uma luz não-polarizada sendo filtrada em um polarizador
vertical. Apenas a componente vertical da luz não-polarizada emerge do polarizador.
APÊNDICE F
ISOLADOR ÓPTICO
É um dispositivo usado que possibilita indesejáveis realimentações no meio ativo de-
vido à várias reflexões causadas pelos componentes ópticos inseridos no experimento. O
funcionamento do isolador óptico (IO) é baseado no efeito Faraday [72].
Figura F.1: Modelo de um isolador óptico com comprimento d. A luz possui certa
polarização inicial e ao atravessá-lo, a polarização inicial é girada formando um ângulo β
com o eixo vertical.
De maneira geral, o efeito Faraday é um fenômeno de polarização da luz de maneira
que este efeito gira a polarição quando a luz atravessa um meio sujeito a um campo
magnético B, como podemos perceber na figura (F.1). No IO, a luz passa pelo primeiro
polarizador P1 e então, o campo magnético age em seu comprimento de maneira que
gire esta polarização em π/4 em relação ao eixo óptico e assim, passa por um segundo
polarizador P2 que está disposto com um ângulo, também de π/4 em relação ao eixo
óptico. Caso exista uma luz refletida com polarização ortogonal à P2, então, esta luz será
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bloqueada, caso contrário, ela vai seguir ao longo do IO e, pelo efeito Faraday, vai ser
girada novamente de um ângulo π/4 e, desta maneira, será ortogonal à P1 que, por sua,
vez bloqueará a passagem da luz.
O isolador óptico que usamos em nosso experimento foi um equipamento da Thorlabs
e IO-5-NIR-LP como referência.
APÊNDICE G
INTERFERÔMETRO FABRY-PÈROT
O Fabry-Pèrot (FP) é um instrumento óptico em que seu funcionamento é baseado,
fundamentalmente, no fenômeno de interferência da luz, além das reflexões múltiplas que
ocorrem entre as faces espelhadas e paralelas que estão no interior deste equipamento,
conforme a figura (G.1). O Fabry-Pèrot é geralmente usado para medidas de comprimento
de onda com alta precião bem como, no estudo das estruturas fina das linhas espectrais
[47].
Figura G.1: Cavidade em Fabry-Pèrot apresentando múltiplas reflexões e transmissões
de uma radiação incidente entre dois espelhos. O coeficiente de reflexão na primeira inter-
face e na segunda interface possui uma amplitude de r e r′, respectivamente. O coeficiente
de transmissão possui uma amplitude na primeira e segunda interface, respectivamente,
de t e t′.
Como podemos perceber na figura (G.1), a radiação incidente sofre diversas reflexões
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de modo que os feixes transmitidos somam-se e causam um padrão de interferência, onde
sua intensidade é dada pela funão de Airy [28]. A transmissão da radiação incidente
é otimizada através do FP quando a distância entre os espelhos em seu interior é um
múltiplo semi-inteiro do comprimento de onda da radiação. A figura (G.2) nos fornece o
espectro gerado pela transmissão através do Fabry-Pèrot. O FSR é uma sigla que significa
Free Spectral Range e nos fornece a distância em frequência entre dois picos consecutivos
gerados pelo FP. O Fabry-Pèrot que usamos possui um FSR de 1, 5 GHz. O δ representa
a largura em frequência a meia altura de um dos picos do FP e com o aux́ılio da figura
(G.2) ele possui um valor de δ ' 0, 15 GHz. Com os valores de FSR e da largura a meia
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Figura G.2: Transmissão através de um Fabry-Pèrot com finesse F ' 10. FSR é
a distância em frequência entre os picos de transmissão do FP e o δ é a largura em
frequência a meia altura de cada pico de transmissão.
O Fabry-Pèrot também pode ser usado como uma calibração em frequência para o
osciloscópio. Para mudarmos a escala do osciloscópio unidades de frequência, devemos
efetuar um procedimento análogo ao procedimento feito para transitarmos em escalas
termométricas. O Fabry-Pèrot que usamos foi um equipamento fornecido pela Thorlabs
e SA200-5B como referência.
APÊNDICE H
PROGRAMA EM LINGUAGEM C DA






//definicao de alguns parametros
#define NAO 0
#define SIM 1






//Geracao de nmeros aleatorios
#define Nind 2401
#define InitRandomGen (double) RandomGen(0, 1, NULL)
#define RandomNum (double) RandomGen(1, 0, NULL)







































if ((arqT = fopen("Teste.DAT","w")) == NULL) {
printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
exit(1);}
if ((arqI = fopen("Inicial.DAT","w")) == NULL) {
printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
exit(1);}
if ((arqF = fopen("Fluorecencia.DAT","w")) == NULL) {
printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
exit(1);}
if ((arqF2 = fopen("Fluorecencia2.DAT","w")) == NULL) {
printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
exit(1);}
if ((arqF3 = fopen("Fluorecencia3.DAT","w")) == NULL) {
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printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
exit(1);}
if ((arqF4 = fopen("Fluorecencia4.DAT","w")) == NULL) {
printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
exit(1);}
if ((arqF5 = fopen("Fluorecencia5.DAT","w")) == NULL) {
printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
exit(1);}
if ((arqF10 = fopen("Fluorecencia10.DAT","w")) == NULL) {
printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
exit(1);}
if ((arqFT = fopen("FluorecenciaT.DAT","w")) == NULL) {
printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
exit(1);}
if ((arql = fopen("comprimentol.DAT","w")) == NULL) {
printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
exit(1);}
if ((arqVEL = fopen("velocidade.DAT","w")) == NULL) {

























//Frequencia central e comprimento de onda
























//Leitura do perfil de voigt par o Rb 87
if ((arqV87 = fopen("Voigt87_294.DAT","r")) == NULL) {
printf("fotons.cpp: Erro na abertura de \"dFinal.dat\".");
system("pause");
exit(1);}
if ((arqV85 = fopen("Voigt85_294.DAT","r")) == NULL) {





















//Inicio da Simulacao de Monte Carlo.






FOTON++; //Contagen do numero de fotons (repeties do experimento)
//Caracteristicas do foton inicial





























































//Verificacao do isotopo a absorver
indice=0;
ind=0;






























































//else if (Sorteio>ai[1] && Sorteio<=ai[2])
//atomo=2;





//modulo da velocidade do atomo na direcao do foton
VC1=(Freq-Freq_Central[atomo])*c/(Freq+384.230484468562E12);
DV1=alfaL[atomo]/(Freq+384.230484468562E12)*c;
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}while (veloc==NAO);
V1=S_vel;



















//clculo do produto escalar dos dois vetores de onda (f incidente, F emitido)
F1=fx*FX+fy*FY+fz*FZ;
Ff=F1;
//clculo da norma, F2, da componente de F perpendicular a f
F2=sqrt(1.0-Ff*Ff);
//Correo da frequencia por efeito Doppler
Freq=Freq+(V1*(F1-1.0)+V2*F2)/lambda[atomo];








//Determinao do passo dado pelo foton
//Calculo do Coeficiente de Absoro e do tamanho do passo
indice=0;




























fprintf(arqF,"%d %e %e %e %e %e\n",INTE, Freq-Freq_Central[2], px, py, pz,l);
fprintf(arqVEL,"%e %e %e %e\n", sqrt(Vx*Vx+Vy*Vy+Vz*Vz), Vx*fx+Vy*fy+Vz*fz, V1, V2);}
if(INTE==2)
{
fprintf(arqF2,"%d %e %e %e %e %e\n",INTE, Freq-Freq_Central[2], px, py, pz,l);}
if(INTE==3)
{
fprintf(arqF3,"%d %e %e %e %e %e\n",INTE, Freq-Freq_Central[2], px, py, pz,l);}
if(INTE==4)
{
fprintf(arqF4,"%d %e %e %e %e %e\n",INTE, Freq-Freq_Central[2], px, py, pz,l);}
if(INTE==5)
{
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fprintf(arqF5,"%d %e %e %e %e %e\n",INTE, Freq-Freq_Central[2], px, py, pz,l);}
if(INTE==10)
{fprintf(arqF10,"%d %e %e %e %e %e\n",INTE, Freq-Freq_Central[2], px, py, pz,l);}
{fprintf(arqFT,"%d %e %e %e %e %e %e\n",INTE, Freq-Freq_Central[2], px, py, pz,l,PTr/FOTON_MAX);}
printf("%d\n",Cont);}
{fprintf(arqVEL,"%e %e %e %e %e %e %e\n", sqrt(Vx*Vx+Vy*Vy+Vz*Vz), Vx*fx + Vy*fy + Vz*fz, V1);}
}
}while (distxy <= R && fotonx >= 0. && fotonx <= 5E-2); //Repete o procedimento
}



















//* A random number generator that generates uniformly
// * distributed random numbers between 0 and 1 inclusive.
// * The algorithm is based on:
// * W.H. Press, S.A. Teukolsky, W.T. Vetterling, and B.P.
// * Flannery, "Numerical Recipes in C," Cambridge University
// * Press, 2nd edition, (1992).
// * and
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//* D.E. Knuth, "Seminumerical Algorithms," 2nd edition, vol. 2
// * of "The Art of Computer Programming", Addison-Wesley, (1981).
// *
// * When Type is 0, sets Seed as the seed. Make sure 0<Seed<32000.
// * When Type is 1, returns a random number.
// * When Type is 2, gets the status of the generator.
// * When Type is 3, restores the status of the generator.
// *
// * The status of the generator is represented by Status[0..56]./
// *







double RandomGen(char Type, long Seed, long *Status)
{
static long i1, i2, ma[56]; /* ma[0] is not used. */
long mj, mk;
short i, ii;
if (Type == 0) { /* set seed. */




for (i = 1; i <= 54; i++) {
ii = (21 * i) % 55;
ma[ii] = mk;
mk = mj - mk;




for (ii = 1; ii <= 4; ii++)
for (i = 1; i <= 55; i++) {
ma[i] -= ma[1 + (i + 30) % 55];





} else if (Type == 1) { /* get a number. */
if (++i1 == 56)
i1 = 1;
if (++i2 == 56)
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i2 = 1;
mj = ma[i1] - ma[i2];
if (mj < MZ)
mj += MBIG;
ma[i1] = mj;
return (mj * FAC);
} else if (Type == 2) { /* get status. */
for (i = 0; i < 55; i++)
Status[i] = ma[i + 1];
Status[55] = i1;
Status[56] = i2;
} else if (Type == 3) { /* restore status. */
for (i = 0; i < 55; i++)












GERAÇÃO DE DADOS PARA O PERFIL
DE ABSORÇÃO DO RUBÍDIO
Este arquivo gera os dados que serão utilizados na simulação Monte Carlo para difusão



































































LINGUAGEM C PARA O CÁLCULO DA
DISTRIBUIÇÃO DOS PASSOS DO
















#define width (two_PI*0.7/300) /* largura do laser, em rad/s */
#define sigma (two_PI*0.700) /* 700 MHz (Doppler) */




// n: nmero de pontos no perfil Voigt
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#define n (6000)
// h: passo da integrao no perfil Voigt
#define h (0.25)
// iv_x: valor inicial da dessintonizao (extremo inferior)
#define iv_x (-h*n/2)
// nmero de pontos no grfico
#define num_r (600)






// Perfil de Gauss
static double Qv[n],deriv[n],y[n],t[n];




// Probabilidade de um passo
static double F[n];
// probabilidade de dar um passo de tamanho at r
static double Q[num_r];
// valores do tamanho de passo (grfico)
static double r[num_r];
// apontador para funo usada no integrador
double (*fp)(double);





double GAUSS(const double X, const double SIGMA)
{ return one_over_sqrt_2PI/SIGMA*exp(-X*X/2.0/SIGMA); }
double LORENTZ(const double X, const double gamma)
{ return one_over_PI*gamma/(gamma*gamma+X*X); }
double g(const double X, const double X0, const double gamma)
{
//return GAUSS(X)+Amp*LORENTZ(X, detuning, width);
return GAUSS(X,sigma)+Amp*LORENTZ(X-X0, gamma);
//return GAUSS(X,sigma)+Amp*LORENTZ(X-X0, gamma)+Amp*LORENTZ(X+X0, gamma);
}
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// convolucao entre duas funcoes: Gauss e Lorentz
double CONVOLVE(double (*funG)(double, double), double (*funL)(double, double), const double X)
{
long i; double x, sum;














double (*funG)(double,double), (*funL)(double, double);
funG = &GAUSS;
funL = &LORENTZ;
printf("\n\nPrograma para integracao numerica da distribuicao de tamanho\n");
printf("\tde passos na reemissao de fotons por um vapor atomico\n");




printf("\n criando arquivo de saida: %s\n",outfilename);
if (NULL==(outfile=fopen(outfilename,"wt")))
{





printf("\nHuh?! could not create file %s\n\n",outfilename2);
exit(2);
}
printf("\natribuindo valores iniciais as variaveis:\n");
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// atribuicao de valores iniciais
x = iv_x;
r_step = exp(log(r_max/r_min)/num_r);
printf("\tdessintonizacao inicial = %lg, passo de frequencia = %lg\n",
x, h);
printf("gerando distribuicoes de emissao e absorcao\n");
// clculo das distribuies
for (i=0; i<n; i++)
{
//espectros de radiacao incidente e de absorcao modificaods




//Qv[i] = g(x,detuning,width); // espectro da radiao com dois picos laser simetricos
// pure Lorentzian
//Qv[i] = LORENTZ(x,Gamma);
//Qv[i] = CONVOLVE(funG, funL, x)+Amp*LORENTZ(x-detuning, width)+Amp*LORENTZ(x+detuning, width);
//Qv[i] = CONVOLVE(funG, funL, x);//FUN(x[i]); // Absoro atmica (Voigt = convoluo entre Gaussiana e Lorentziana)
//Qa[i] = GAUSS(x,sigma)*(1.0-Amp*LORENTZ(x-detuning,width));
//Qa[i] = CONVOLVE(funG, funL, x)*(1.0-Amp*LORENTZ(x-detuning,width));
//Qa[i] = CONVOLVE(funG, funL, x)*(1.0-Amp*LORENTZ(x-detuningBURACO,width));
Qa[i] = CONVOLVE(funG, funL, x)*(1.0-Amp*LORENTZ(x-detuning,width))*(1.0-Amp*LORENTZ(x+detuning,width));
//Qa[i] = Qv[i]; //GAUSS(x,sigma);
//Qa[i] = CONVOLVE(funG, funL, x)*(1.0-Amp*LORENTZ(x-detuning,width))*(1.0-Amp*LORENTZ(x-detuning,width));
x += h;
}
printf("calculando distribuicao de tamanho de passo:\n");
// clculo da distribuio de tamanho dos passos
r[0] = r_min;




// integral (prob. cumulativa) usando mtodo dos trapzios




printf("r[%d] = %lg\t\tQ[j] = %lg\n", 0, r[0], 0, Q[0]);
for (j=1; j<num_r; j++)
{
r[j] = r[j-1]*r_step;
for (i=1; i<n; i++)
{
F[i] = Qv[i]*Qa[i]*exp(-r[j]*Qa[i]);
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}
// integral (prob. cumulativa) usando mtodo dos trapezios




fprintf(outfile, "%lg\t%lg\n", log10(escala_A*r[j]), log10(Q[j]));
if ((j%10)==0) printf("r[%d] = %lg\t\tQ[j] = %lg\n", j, r[j], j, Q[j]);
fflush(outfile);
}






for (i=0; i<600; i++)
{
deriv[i]=(y[i]-y[i-1])/(t[i]-t[i-1]);
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS 148
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[12] Eduardo Pereira, José MG Martinho, and Mário N Berberan-Santos. Photon trajec-
tories in incoherent atomic radiation trapping as lévy flights. Physical review letters,
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